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1(51)

INLEDNING

Denna rapport #4r utarbetad vid Enheten f6r statistiska metoder (P/STM) pé

Avdelningen for planering och samordning, inom projektet Urval och esti-

mation (URVEST), delprojektet Férindringsskattningar.

Syftet med utredningen &r att ange urvals- och estimationsplaner
(strategier) som 4r effektiva fo6r niva- och fbréﬁdringsskattningar

dad foranderlig population foreligger.

Inom SCBs statistikgrenar produceras en midngd statistik vid successiva
tidpunkter vars periodicitet kan variera frin en ménad upp till

flera &r. Vanligen publiceras skattningar av totaler eller medelvirden
(nivder) som si sminingom bildar tidsserier. Statistikkonsumenterna
kan d& vid analysen av undersdkningsresultaten notera Skningar,
minskningar eller ofd&ridndrat resultat mellan intilliggande tidpunkter
samt studera trender Over langre perioder. Ofta &4r emellertid inte
undersokningarna i férsta hand gjorda for att ge en god precision

for fordndringsskattningarna. Undersdkningsmetodiken 4r i stédllet
inriktad pd& nivéskattningarnas precision. P& senare Ar har man

pé olika h&11 vid SCB uppmirksammat denna situation, t ex vid Utrednings-

institutet (T/UI) och vid Avdelningen for areell statistik.

Ett annat problem Ar att undersdkningspopulationerna ir férinderliga
tver tiden, dvs, populationsobjekt avgédr och tillkommer mellan
successiva tidpunkter. Den traditionella samplingteorin behandlar
endast fall med konstanta populationer dvs, inget in- och utfldde

av populationsobjekt Over tiden. Detta beror troligen p& att denna
teori till stor del &ar utvecklad i USA och att man d&ar oftast an-

vidnder sig av areasampling och didrmed erhdller konstanta populationer.



Slutligen uppstdr det en konflikt eftersom de straterier 4r olika som
ger optimala nivd- respektive fdrindringsskattningar. Man kan d& v&lja

en kompromiss som beror pd hur man prioriterar mellan de bada skattnings-

typerna.

I rapportens avsnitt 1 ges en allmidn Oversikt om foéradndringsskattningar.
Avsnitt 2 beskriver en urvalsplan som tar hidnsyn till att populationen
fordndras mellan tva undersdkningstillfillen. Tva anvidndbara satser for
hidrledning av LMVU-estimatorer (Linear Minimum Variance Unbiased) samt

dess varianser Ar presenterade i avsnitt 3. I avsnitt 4 beskrivs hirlednings-
metodik foér LMVU-estimatorer (niva- och foridndringsskattningar) samt

dess varianser. Resultat av utfdrda hérledningar presenteras samt en
variansjamférelse mellan den hédr studerade strategin och en strategi

kdnnetecknad av oberocende urval.

Minsta varians foér en foérédndringsskattning uttryckt som en kvot presenteras

i avsnitt 5.

Avsnitt 6 innehiller en sammanfattning av rapporten samt kommentarer.

I avenitt 7 4terfinns en litteraturfdrteckning med skrifter som behandlar

egstimation vid successiva urval i tiden.



1 ALLMANT OM FORANDRINGSSKATTNINGAR

1.1 Beteckningar och definitioner

Fordndringsskattningar forekommer vanligen d& man vid olika tidpunkter, t,
upprepar en undersdkning. Vi betecknar populationen vid tidpunkten t

med Ut‘ For en undersdkningsvariabel yt vill vi skatta totalen Yt med

stickprovsundersékningar vid successiva tidpunkter t (t =0, 1, 2,...).

~

LAt nu Y, beteckna en estimator av Yt' Vi far alltsd en serie skattningar

Y Y

YO’ 17 ... Fordndringen for totalen Yt mellan tidpunkterna t-1 och

2,

t kan uttryckas med tva olika parametrar

Y
t
R, = —/m— (1.1.1)
t Yt—l
och
D =Y -Y (1.1.2)

Rt och Dt skattas vid successiva tidpunkter med

>

- <t (1.1.3)

t-1

respektive

- _; ; (1.1.4)
t Ot t-1
Variansen for kvotestimatorn Rt ir
V(; ) = L V(; ) o+ R2 V(; ) - 2R Cov(; ; ) (1.1.5)
t Y2 t t t-1 t £’ t-1
t-1



A

for D, :
och for t

A~ A~ N A~ A

= - Y , ¥
V(Dt) V(Yt) + V(Yt_l) 2 Cov{ . t_1)
Den enklaste situationen har vi ndr populationen Ut bestédr av samma objekt
oberoende av tiden, dvs Ut = U f6r alla tidpunkter t. En sadan population

kallas i det foljande for en konstant population.

I samband med successiva mitningar Over tiden talar man om longitudinella

studier. I Goldstein (1979) gors foljande definitioner:

2. Rena longitudinella studier.

Samtliga utvalda objekt mats vid alla vidl definierade tidpunkter.

b. Blandade longitudinella studier.

Minst ett objekt mits vid tvad eller flera vidl definierade mattillfdllen.

c. Icke longitudinella studier.

Inga objekt mats vid fler &n en tidpunkt.

Longitudinella studier innebidr alltsd ej enbart att man gor successiva
métningar over tiden, utan ocksd att urvalen mellan olika tidpunkter
P& nigot siAtt 4r hopkopplade och att mittillfidllena &r vil definierade.
I praktiken dr det ndstan alltid blandade longitudinella studier det

ar fraga om vid successiva mitningar i tiden.

Begrepp som férekommer i dessa sammanhang &4r paneler och panelundersdék-

ningar (se t ex Kish (1965) eller Dahmstrom (1971)):

- En panel &4r ett urval dir samtliga objekt mits vid tva eller flera

tillf&llen.

(1.1.6)



- Med en panelundersdkning menas en undersdkning dir minst en panel fore-

kommer.

1.2 Olika urvalsplaner vid successiva miAtningar 6ver tiden

Gemensamt fo6r de urvalsplaner som leder till b&ttre fdridndringsskattningar
4n ndr man har oberoende urval vid varje tidpunkt, 4r att man &terkommer
till en bestamd del av tidigare urval. P4 s8 sidtt kan man utnyttja popula-
tionskorrelationen mellan tva eller flera miAttillfallen. Vi ska i detta

avsnitt behandla tva olika typer av sidana urvalsplaner.

1.2.1 Matchade urval

Ambitionen att framstidlla bade niva~ och férindringsskattningar med ligsta
m6éjliga varians kan leda till en konflikt ndr man ska bestdmma graden
av Overlappning mellan stickproven. Detta illustreras i nedanstlende

urvals—- och estimationsplan som forst beskrevs av Jessen (1942):

Man har en konstant population U som innehdller N objekt.

Vid tidpunkt 1 drages ett slumpmidssigt urval av n objekt utan Aterlidggning

(OSU). Vi betecknar det sl(n).

vid tidpunkt 2 drages ett suburval av m (matched) objekt med OSU fréan
sl(n) samt ett OSU av u (unmatched) objekt fran de N-n objekten i U—sl(n).

Undersdkningsvariabeln kallas vid tidpunkt 1 for x och vid tidpunkt 2 for y.



F6ljande figur illustrerar urvalsplanen:

Det antages gidlla att:

a) Urvalsfraktionerna 3, % och % ar fdrsumbart sma.

2 2 2
b) Sx = Sy = S , dvs populationsvarianserna 4r lika mellan tidpunkterna. D&

C
kan korrelationskoefficienten p mellan y och x skrivas p = —QX%ELXl vilket
S

medfdr att Cov(x,y) = »p Sz, (-1<p<1)

c) m och u vidljes s& att m+u=n. Vi infor beteckningen 6 = =, vilket leder

3 e

till att urvalsdverlappningen &r 1- 8 = %.

-~ ~ ~ ~

d) Xm’ Xr’ Ym och Yu utgdr enkla skattningar av X och Y, baserade pa

4

respektive urval.

~ ~ 2
Vid tidpunkt 1 skattas totalen X med Xn. Dess varians ir V(Xn) = N2 S
n
Totalen Y vid tidpunkt 2 skattas med
Y = a(X - X + Y -
( - n) bY + (1-p) Y (1.2.1)

ddr a och b 4r godtyckliga konstanter.



Skattningen Xn kan forb&dttras vid tidpunkt 2 i efterhand genom

~ ~ - ~

X =cX + (1-¢c)X + d(Y -17Y) (1.2.2)
m n m u

ddr ¢ och d 4r godtyckliga konstanter.

A ~

Om varianserna fo6r X och Y beridknas och minimeras med avseende p& konst-

anterna a, b, ¢ och d erhdlles fdljande varianser:

- ~ 2

2
min V(Y) = minvV(X) = N2 %— ljilig

> (-1<p«1) (1.2.3)
a,b c,d 1-p76

Minimeras detta uttryck nu med avseende pa © féas:

o T -
o - 2s 1+/1-p7 . 1
min V(Y)= min V(X)=N" — [—-——~—J dir 6_., = ———o
) min (1.2.4)
a,b,8 c,d,® n 1+/1-p2
Vid dessa minimeringar erh&lles bl a sambandet a = - 0 b.

Insdttning av detta i (1.2.1) ger

~ ~ ~

; = (1-b); + b{Y +P(X -X))) (1.2.5)
u m n m

Strukturen av (1.2.5) innebir en sammansatt estimator som bestdr av en 0OSU-

skattning och en 2-fas regressionsskattning.

~

Vi betraktar nu differensskattningen D = Y-X med Y enligt (1.2.1) och

A

~

X enligt (2.2.2). Minimeringar av variansen for D ger:

- 2 SZ

min V(D) = 28" 2 1?2y (1.2.6)

a,b,c,d n 1-pb
' D)= o2 5 (1.2.7)

min V(D)= 2N == (1-p) ddr & =03 0<p<1 2.
a,b,c,d,® min -

min V(D) = an2 s a5 o (1.2.8)

n ar emin = 15=-1<p<0

a,b,c,d,6



~ ~

Som synes far vi hir andra optimala @-virden Zn £8» minV(Y) och minV(X).
Detta illustrerar konflikten att med samma urvalsplan effektivt skatta

bade nivad- och foridndringsskattningar.

Det bo6r papekas att samma emin ej alltid ger optimal varians for olika
typer av fdrédndringsskattningar. Detta giller t ex D=Y-X och R=Y/X (med

Y enligt (1.2.1) och X enligt (1.2.2)) vilket framgdr av (1.2.7) samt

tabellen p& sidan 42.

F8ljande exempel visar hur man kan kompromissa for att f& bra skattningar

for bade nivaer och fordndringar med samma urvalsplan.

Exempel:

(Beteckningar enligt sid 5-7 )

Antag att man vill vidlja ett virde pa -2 som tar hdnsyn till att

=]

man vill ha s& bra skattningar som m&jligt for bade nivaer och féradndringar.
Antag ocksd att korrelationskoefficienten # mellan x och y 4r 0.9. En
forutsattning for resonemanget i detta exempel &r att man har en hygglig

uppfattning om p fo6re tidpunkt 2.

Ftljande beteckningar infors:

min V(Y) = v;(e) = v%(e)
a,b

~

min V(D) = VB(G)
a,b,c,d

Den tidigare beskrivna strategin ska nu jamforas med en enklare strategi.
Denna innebdr att man drar oberoende OSU av n objekt fran populationen

~ ~

U vid de bada tidpunkterna. Man far da Xrl och Yrl som enkla totalskattningar



Varianskvoterna F,(g) definieras nu pd foljande sitt:

vs(8)  vi(e) 2 v2(8)
. A Y _ X _ 1-p“® R _ D _1-p
FY(9)—FX(G)— = = och F5(8) = = da 0<6< 1.

vE)  VE) 1-p202 D V(D) 1-00
n n n

Funktionerna F.(0) uttrycker alltsa varianserna for den matchade strategin
relativt varianserna for den oberoende strategin, for olika virden pa 9.
Eftersom varianserna V(Yn), V(Xn) och V(Dn) dr konstanta med avseende pa

8, har F(0) samma profiler (och ©® . ) som variansfunktionerna V.(0).
min

+D& p= 0.90 fas foljande funktionskurvor F,(8):

N

4\ / FY(G) + F];(G)

s

0.8 L
F.(8)
0.6 { [
0.4 1 FD(e)
0.2 -

N4
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~

Beteckna min V(Y) = min v;(e)
)

a,b,0
min ) .

Vv = i
a,b,c,d,g '(P) =mjn Vo)

Av figuren framgdr att valet av @ 4r sjidlvklart om man ensidigt oSnskar
bdsta féridndringsskattning eller bista nivaskattning.

Fran (1.2.4) fas att g . - —1 . 0.70 minimerar v;(a) och v%(e).

M 44, 1T0.8T
Dessa varianser Ar 72% av motsvarande varianser vid oberoende urval. AV
(1.2.7) framgér att emin = 0 leder till att VB(G) minimeras och att stor-
leken av denna dr 10% jamfort med d& man har oberoende urval. Man kan
t ex vdlja 6 = 0.5 om nivd- och forindringsskattningar anses lika viktiga.

Detta ¢@-vidrde sammanfaller hidr med strategin att vidlja det 6 som minimerar

F;(e) + Fg(e). Detta illustreras i nedanstdende tabell:

8
F.(8) 0 0.50 0.70
FY(8)= FX(G) 1 0.75 0.72
FS(G) 0.10 0.16 0.27

Beroende p& prioriteringen mellan niva- och féridndringsskattningen kan
man naturligtvis vdlja andra §-virden som motsvarar den vikt man l&gger

vid respektive skattning.

(slut p& exemplet)



11

Den ovan behandlade urvals- och estimationsmetodiken beskrevs foérst av
Jessen (1942), som tidigare namnts. Fallet d& man vid flera successiva
médtningar utnyttjar hjdlpinformation fran féregiende miattidpunkt be-
handlades av Yates (1949) och Pattersson (1950). Ett avsnitt med mot-
svarande stoff brukar ingd 1 de vanligast foérekommande samplinghandbéckerna,
t ex Cochran (1977), Hansen-Hurwitz-Madow (1953) och Des Raj (1968).

I Sverige har Kulldorff behandlat 3mnet ingdende och bl a ansatt kost-
nadsfunktioner, se t ex Kulldorff (1963). P& senare tid har indiern
Arnab arbetat vidare med dessa urvalsplaner och behandlat tvastegsurval
och dragning med godtyckliga sannolikheter, se Arnab (1980, 1981). Det
har &dven forekommit modellbaserade ansatser vid successiva matningar

didr man antagit att totalen Y, foridndras enligt nigon stokastisk process,

t
se t ex Scott-Smith (1974). I S.M. Woodruff (1980) beskrivs en klass

av sammansatta kvotestimatorer.

1.2.2 Roterande panelurval

Den tidigare beskrivna urvalsplanen 4r ett panelurval eftersom delurvalet
m enligt definitionen p& sidan b 5p en panel. En annan typ av panelurval
som utnyttjar hjidlpinformation fran tidigare tidpunkter &4r ett s k roterande

panelurval, som kan beskrivas pa ftljande siatt.

Antag att en konstant population foreligger. Man drager t ex med OSU
k olika urval, vilka #r parvis icke Overlappande. De dr ocksd oftast

av samma storlek.

vid en given tidpunkt deltager r urvalsgrupper och mellan tva tidpunkter

byts en urvalsgrupp ut mot en ny, vilket utgdr rotationen. Detta kan
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illustreras med f6ljande exempel dir k=8 och antalet rotationsgrupper

som mdts vid varje tidpunkt ar r = 3.

Rotations-
grupp
Tid-
punkt 1 2 3 4 5 6 7 8
1 X X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X

I detta fall utgdr rotationsgrupp 2-7 paneler eftersom dessa mits vid

minst 2 tidpunkter.

I Dahmstrém (1971) och Woodruff (1963) ges odversikter av roterande panel-
urval. Beroende pa Onskemdl om niv&- och fordndringsskattningar kan man

bestdmma andelen av stickprovet som mits vid varje tillfille.

Skattningarna leder som tidigare till kombinerade estimatorer. Ett enkelt

fall av roterande panelurval dr nir r=2 och k=3. Se Raj (1968).

Rotations-
grupp
Tid- 1 2 3
punkt
1 X X
2 X X
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Urvalsstorlekarna for rotationsgrupperna 1, 2 och 3 &4r u', m respektive

u:

Vid tidpunkt 1 miAts variabeln x p& rotationsgrupperna 1 och 2. Vid tid-

punkt 2 mits variabeln y pad rotationsgrupperna 2 och 3.

Enligt samma férutsidttningar som vid den tidigare urvalsplanen (redovisad
i avsnitt 1.2.1)kan man vdlja urvalsstorlekarna sa att de blir lika vid

tidpunkteena 1 och 2, dve m + u' =n ochm + u = n vilket medfdr att u' = u.

Estimatorerna fér Y, X och Y-X blir:

~ ~ ~ PN PN

a(X_ -X )+ by + (1-b)Y
m u m u

~ A ~ ~ -

c(Y -Y ) + dX + (1-d)X
m u m

u!

>
>
>

il

Y - X
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Optimala varianser for dessa blir samma som fOr den tidigare beskrivna
urvalsplanen. Detta 4r inte forvinande eftersom urvalsplanerna dr identiska

i detta fall:

Matchat urval: Roterande panelurval:

U U

N T
© 0

For det roterande panelurvalet utgdr m + u' = n ett OSU-urval dir m &8r ett

delurval av m + u'. Detta visar att roterande panelurval och det tidi-

gare panelurvalet 4r starkt besldktade.

P& SCB anvinds roterande panelurval i vissa individ- och hush&llsundersok-
ningar, t ex Arbetskraftsundersdkningarna (AKU), Hushdllens energianvind-
ning (HEA) och Hush8llens inképsplaner (HIP) (8,2 respektive 5 rotations-
grupper). AKU dr dock den enda undersdkningen som anvinder sig av samman-
gsatt estimation. Inom fOretagsstatistiken drages urval enligt ett system
kallat samordnade urval inom fdretagsstatistiken (SAMU), som ger viss
m&jlighet att samordna urval i tiden. Inom jordbruksstatistiken anvinds
roterande panelurval i Deklarationsundersdkningen foér jordbrukare (DU) och

i Jordbruksekonomiska undersSkningen (JEU)} (3 respektive & rotationsgrupper).

H&r anvidnds inte sammansatt estimation.

De register som anvidnds som urvalsramar pd SCB &r frimst Registret o6ver
totalbefolkningen (RTB), Centrala féretagsregistret (CFR) samt Lantbruks-

registret (LBR).



15

Det storsta praktiska problemet vid tillimpandet av urvalsmetoder be-
skrivna ovan 4r att populationerna inte &r konstanta utan fdérinderliga
over tiden. Med detta menas att populationsobjekt tillkommer och avgar

mellan olika tidpunkter.

I vissa fall kan man komma runt problemen med en fdrinderlig population

av understkningsobjekt genom att tillgripa areasampling. Man fTar d& en
konstant population av urvalsenheter. Ett exempel p4 detta &r Current
Population Survey (CPS) som g&rs p& Bureau of the Census i USA. Areasamp-
ling dr d& ett clusterurval som p& klassiskt sidtt 1léser ramproblem da
register ej finns pd undersdkningspopulationen. Denna 1l6sning ger dock
oftast simre precision for skattningarna an d& man har ramar som Over-
ensstidmmer hyggligt med undersékningspopulationen. P4 SCB férekommer

ej areasampling d& det finns register Over understkningsobjekt att tillga.

Ramproblemen vid anvindande av dessa register ar dock ej obetydliga.

Problemen med fordnderliga populationer i samband med urvals- och estima-
tionsplaner for successiva midtningar i tiden &dr mycket litet beskrivet

i den statistiska litteraturen i motsats till fallet med konstanta popu-
lationer. P& SCB har dock en del arbete gjorts i detta sammanhang med

forédnderlig population:

I Anderson (1979) analyseras vad som hdnder vid roterande panelurval
samt ges ett antal foérslag till niva- och foéridndringsskattningar samt

deras varianser.

Cassel (1979) studerar vilken variansreducerande effekt roterande panel-

urval har pd olika niva- och férandringsskattningar i samband med estimation
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i delgrupper, s k domains of study. I RabiAck (1980) presenteras tabeller
med variansjamforelser som utgdr fran Cassels resultat. Bicklund (1972)
har angett den allminna kovarianstermen i variansen fér kvotestimatorn enligt (1.1.5)

dd urval sker med SAMU i foretagsstatistiken.

Vid successiva médtningar da foéridnderliga populationer foéreligger dyker
givetvis alla vanliga undersdkningsproblem upp som t ex ram-, bortfalls-
och m&tproblem. Dessa problem Ar dessutom oftast forstirkta jamfort med
en engangsundersdkning. Se Lindstrém et al (1981). S&dana undersdknings-

problem behandlas dock ej i denna rapport.

I det fdljande av rapporten behandlas effektiva foradndrings- och niva-
skattningar samt kompromisser mellan dessa d& nedanstdende forutsittningar
gdller:

a Foridnderlig population

b Andlig populationsstorlek

¢ Tva successiva tidpunkter.
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2 EN URVALSPLAN SOM TAR HANSYN TILL FORANDERLIG POPULATION

Betrakta en population U(t) som innehdller N(t) objekt och som &ar foér-
dnderlig Over tiden t. I nedanstdende urvalsplan betecknas undersdknings-

variabelns varde vid tidpunkt t=1 med x och vid tidpunkt t=2 med y.

N
5 X, _
och totalen X = NX i populationen

Man onskar skatta medelviardet X =
U=U(1) och motsvarande parametrar Y och V i populationen U'=U(2).

Dessutom vill man skatta differenserna Y-X samt Y-X. Samtliga skattningar
Ska vara minimum-variance-unbiased inom en klass avlinjidra estimatorer (LMVU)

Aven minsta varians (MV) fé6r en skattning av kvoten Y/X studeras.

Mdngden av urvalda objekt vid tidpunkt t och som omfattar n objekt betecknas
St(n).
Begreppet strategi innebidr, som tidigare nZmnts, kombinationen av en

bestiamd urvals- och estimationsplan.

Urvalsplan

Tidpunkt t = 1:

Populationen U best&r av N objekt. n objekt drages med slumpmdssigt urval
utan aterliggning (0SU) av N. Mitningar gdrs pd variabeln x. Vid denna

tidpunkt kdnner man ej populationen U'.

Tidpunkt € = 2:

Populationen U' bestédr av N' = N12 + N2 objekt déar N12 4y det gemensamma

antalet objekt i U och U' (U = UfjU').

Mellan tidpunkterna 1 och 2 har N1 objekt fallit bort ur populationen

U och N2 har kommit till.
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F6r urvalet vid tidpunkt 1 gdller att n

objekt hamnar i delpopulationen

1
U . . s . .
1=U4H2 och n,, 1 U12. n, och P blir dédrigenom stokastiska variabler.
Estimatorer och dess varianser kommer dock fortsdttningsvis att
vara betingade av n1 och n12.

F6ljande urvalsplan galler vid tidpunkt 2:
nyop 3V N, objekt drages ur sl(nlz) med OSU (m = matched)
Ny, 2V N12—n12 objekt drages ur Ui, - Sl(nlz) med OSU (u = unmatched)
n2 av N2 objekt drages ur U2 med OSU
F6ljande samband gidller for urvalsstorlekarna:
n = I'll + n12
n' =, + Moy 0, (n' dr totala urvalsstorleken vid tidpunkt 2)
M2 T Prog T Moy
Figur dver urvalsplanen

U

N

N,
[

=| )= U =Ul = U
Up=U-Uys | Y2 ) 12
=N- N =N‘ = N
Np=N=Npp | Ni2 2 12
1 ™2
Ul
Nl

Populationsmedelvdrden, totaler samt varianser fdr x och y i delpopulationerna

U

1’ v

samt U, betecknas:

12 2



N

_ Z1xi -

Xp = N Xp =NX
N

- Z]zxi -

X, = , X o=N_X.. ,

12 N, 12 12712
N

- leyi -

V.. = , Y. =N,.Y.. ,

12 N 12 12712
N

. Ezyi .

Y, = o Yo =NYy

Fortsdttningsvis antages att

2 2 2
Spax = S12y =S

19

i 12)

2, =2
2 (y;-Y,)

N,-1

Korrelationskoefficienten p mellan x och y i delpopulationen

U]2 kan d& skrivas som

Cov(x ,y )
p = ————— > Covix ,y )
52

=z

pSz

12 y iy

dir Covix ,y ) =

N12-1
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3 TVA ANVANDBARA SATSER

Fsljande tvd satser kommer att anvindas vid hirledning av LMVU-estimatorer
samt deras varianser. I ett hirledningsexempel i avsnitt 4.1 framglr

det hur dessa satser anvinds.

Sats 1:

Betrakta en konstant population U som innehdller M objekt. F6ljande urvals-

plan gidller:

Vid tidpunkt 1 drages med OSU u av M objekt ur U.

Vid ‘tidpunkt 2 drages med 0SU g objekt fran sl(u) och ett OSU av v-g°

objekt frén U—sl(u). (Observera att s, (v) = sz(g)Usz(v—g) 4r ett OSU

fran U.)

Figur o6ver urvalsplanen:

.

Undersékningsvariablerna x och y midts vid tidpunkterna 1 respektive 2.

Det giller ocksd att iu och §v ir enkla medelvirdesestimatorer samt att

2
Cov(x,y)=pS

O s > v = 'g""’—'l 2
D3 ir Cov (aXu, byvlg ) = ab(uv M)pS

dir g = # sl(u)f}sz(v) samt a och b dr godtyckliga konstanter.



Bevis av sats 1

F6rst visas hjdlpsatsen

Cov (xpsy;) P
Cov(xi,yJ.) = - ——— 43 ix].
Bevis:
Cov(xi,yj) = E(xi-X)(yj-Y) =

= EL}XE-R) E(xj-?lxi-i)] =

~- _ M _ _
E fxi-X)3£1(ﬁ -Y) - (yi‘Y))]
B M- 1 N
E(xi-i)(yi-§) Cov(xf,yi)
= - - = - = V.S.B.

Hjdlpsatsen kommer till anvdndning vid bevis av sats 1.

Bevis:

u v
_ _ z X z yi
Cov(axu,byvlg) = a-b Cov( T Ty ) =

o]
o
o

[
<

u-v

[y _ Vv _ uv _ -
= S E |, X) Dy, V)| = a0 ¢ £Z(x;-X) (y,-V)

[ - _ u-v-g i i
= %%% E g(xi-x)(yi-Y) + I (xi_x)(yj -Y)}
- l;tJ
M ) " ) )
a-b 9 Z(XI—X)(yi—Y) (u-v-g) = (xi_x)(yi_Y)
o M ) G =

N (M-1)g _ u-v-g ca-b(=9 - 1 =
= a-b Cov(xi,yi) =a b(u_V W Cov(xi,yi)

_,U'V‘M» u-v.-M
= —S—- - -]-— 2 3 2 = 2 = 2 V.S.B-
a-b (u.V M) p ST d3 s sy S
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Man fir t ex foljande specialfall av sats 1:

=Py = X Y = 2 - l 2
al a=b=M =>Cov(Xu,,Yv|9) =M (u—v M)ps

- = 1 1 2
b} sz(v)S sl(u) A a=b=1 »Cov(xu,yv]g=v) = ('J - ﬁ-)pS

- - 12
c} s (u)ns, (v)=¢ A a=b= =>Cov(xu,yv|g=0)=--ﬁ- 0S

X ,bx =a-b(L - hys?
d} Cov(axu,bxvlg) a b(u-v M)S

e} sz(v) < s, (u)A a=b=1 :Cov(;u, >-<v|g=v)=v(>-<u) = (-:T - -]ﬁ)SZ

samt N

I vart fall motsvaras u, v och M av Moy Nyos Nypy 12°

Med hjdlp av sats 1 kan man 1itt f& fram erforderliga covarianstermer.
F6ljande sats 4r bevisad av C.R. Rao (1952). Se ocksd Raj (1968).

Sats 2:
Ett nédviandigt och tillridckligt villkor for att T0 ska vara en MVU-estimator

(MVU=minimum-variance-unbiased) f&r en parameter &r att

Cov (To,z) =0 for alla z

dar z 4r en nollfunktion, dvs E(z) = O,

F6ljdsats 2.1:

Om TO dr en MVU-estimator av en parameter och T1 idr en unbiased estimator

av parametern si giller V(TO)=Cov(TO,T1).

Detta foljer ur sats 2 eftersom

Cov(To, To—Tl) =0 2 Cov(To, T ) =V(T.) = Cov(TO, Tl)'
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Foljdsats 2.2:

Lat o och B vara godtyckliga konstanter. Om Té' och Té ar MVU-estimatorer

fo6r parametrarna P'' respektive P', d& &r D0 = Té' - B T6 en MVU-estimator

av aP'' - RP'.

Detta foljer frén sats 2 eftersom
Cov(Té',z) = Cov(T'!, z) =0 =

> Cov(DO,z) = q, Cov(Té', z) - R Cov(Té, z) =0

Sats 2 med foljdsatser kommer alltsd till anvindning f6r att fa fram
tnskade LMVU-estimatorer samt deras varianser eftersom satsen giller

allmédnt fo6r MVU-estimatorer.
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4 LMVU-ESTIMATORER OCH DESS OPTIMALA VARIANSER

LMVU-skattningar samt dess varianser har harletts for parametrarna

X,i, Y, ?, Y-X samt Y-X. Dessutom har optimala varianser berdknats genom

att minimera LMVU-skattningarnas varianser med avseende pa n12m och n12u
Dessa resultat redovisas i avsnitt 4.2.
For att illustrera ovanndmnda hi3rledningar genomfoérs dessa for
parametern Y i nasta avsnitt.
4,1 Hirledning av LMVU-estimator for ?, dess varians samt optimala
varians
Man vill skatta parametern
Nl
Zy, N.,Y.. +N.Y
v-—Ji Maliz * MY _ Gt
[ - = - .
N N1? Qz 12 + (] Q2)Y2
N N2
dar Q,= —— och (1—Q2) =
N N
med ?LMVU enligt tidigare apgivna forutsidttningar i avsnitt 2.
Ansdtt linjarkombinationen
%:v) = ax X.. + CX + dy + ey + fy
Lixsy) = ax; + bxyy + cxppp + dygpp + eypy, + Yy (4 2)

dar x = (xy2xy50%15n) 0Ch ¥ = (y505¥q5,0Y2)
utgdrs av enkla medelvdrdesskattningar,

n n

- lei _ X‘zxi

X, = s Xqn = sees
1 n, 12 Nyo

osv, inom U1,U12, och UZ'

a, b, ¢, d, e och f 4r godtyckliga konstanter.
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Se figur och beteckningar i avsnitt 2.

Da L(f; y) ska vara vintevirdesriktig gidller

E(L(f;z)) aXy + (b+c)X12 + (d+e)v12 +fy, =

y - Iy (4.3)
Q Yy + (1)) ¥, =Y

(4.3) medfoér fdljande restriktioner p& konstanterna a, b, ¢, d, e och f:

a=0
b+c=20 (4.4)
d+e=Q2
f=1-0Q
Insdttning av (4.4) i linjarkombinationen (4.2) ger
L(f;z) =Y = c(xIZm - xlz) +dyp +
- d)y -0. )y (4.5)
+ (g - dlyy, + -Gy,

(4.5) utgér i detta fall klassen av vantevidrdesriktiga linjédra estimatorer.
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Fér att Y ska ha minsta varians ska den enligt sats 2 vara okorrelerad

med varje nollfunktion, t ex

Yizm ~ Y120 P Xim T %2

Diarav foljer att

[}

COV(?, ;'IZm) CQV<?’ §12u)

Cov (Y, ;(12m) Cov (Y, 212 ) (4.6)

Med hj&dlp av sats 1 kan ekvationssystemet (4.6) med ¢ och d som obekanta

skrivas upp.

Ekvationssystemet (4.6) har 18sningen:

;C=‘pd
Q, (1-90) n
d =2 s, dir 0 = r32” (4.7
1-p“0 12

Satts (4.7) in i Y enligt (4.5) fas LMVU-estimatorn for Y:

-~

e (07, + 0 ;o ;o
nave™ 7%y, * Qyqp + d [(YIZm Vigo) + o0, x]Zm)]

E Q2(1_@)] (1-0,)7, + 07

= |d=—=——]=(1-0)y, +Q +
1-p202 2’72 7 2124
Q, (1-0) r _

o —— -y - - - (4.8)
) [(Y12m Vigg) * o (X lem)]

Enligt hjdlpsats 2.1 &r Cov(YoyyysT,) = V(Vrayy).

-

Ty viljes sd att COV(%JWU,T]) blir s3 13tt som mdjligt att
rikna ut.
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Vi v&dlj T = v - 7
vialjer t ex 1 Q2 Yoy * (1 Q2) Y-

Med hjdlp av sats 1 far man da

2
dQ.s

: 2 2,1 1 2 2,1 1 Q,
V(Y Y= (1-0,)° So(— - ) + 5% - ) - =

LMVU Q2 2 n2 N2 Q2 anu N12 n12u

(1-0) 2 2 n
Q, 2 2,1 1 2 s 1-0%0 M2

= d=————]=(1' )T Sol— - ) +Q [ - ] (4.9)

[ 1- 5202 %) %2 n, N 202 Liop22 N2

Alternativt kan dessa resultat erhdllas utan att anvidnda sats 2:

A S

Man skriver d& upp V(Y) med hj#dlp av sats 1 och minimerar V(Y) med avseende

pd ¢ och d.

V() = (1-q,)"s2 (L -1y

2 2
2,2 2 n
2 - -
. S 0°(c” + 2cdp) + 0(2d-1) + (QZ d) ) Mo lasr o= n12u’
N2 o(i-e) N, 12
0_<_@_§_l

v(y) _ 0

ac Man 186ser detta ekvationssystem och kontrollerar
v (Y) =0 att 16sningen p& ¢ och d ger min V(Y).

ad c,d

Detta forfarande ger ocks& resultatet (4.9) men tar lidngre tid.

Optimala variansen for V(?LMVU) enligt (4.9) fas genom

1>

)

v (Y ) = min V(Y ) = m%n v{( LMV

opt LMVU n12u,n12m LMVU

dir 6 = — 2% . 0cect
o -

1
Ssni .= 3 —1<p<i 4.10
Losningen ges av em ¢ ( )

in 1 + q:;f

sedan man kontrollerat randpunkterna 8=0 och 6=1.
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Resultatet blir da

2 2
- Q. S 2 n
= 2 2,1 1 2 (1+ Y1-p%) 12
v Y )= (1- So(— - — - 4,11
OPt( LMVU ( QZ) 2(n2 Nz) * Ny 2 N12 ( )

= ' = v =
Eftersom Y N' Y N12 Y]2 + N2 Y le + Y2

f6l jer nedanstdende resultat for totalen Y:

>
N
I
=z
—
N
X1
o—
N
o}
v
<
-
o:
=
o
o
R
O
©
c
L
ct
o
3
©
=
3
2]

1 )
- 2 2 n
2 .2 1 1 2 S 1-p~ 0 12
V(Y = —_— - p
(Vowd = M2 S5 (nz N+ Ni2 niz | 70202 Wy,
1 > 2 .2 1 1
0 . = > V (YLMVU)= N, SO (— - —) +
m'n
1+ q1-p2 opt 272 'n, N,
. N2 s2 |1+ 1-02 Mg
12 an 2 le

Motsvarande skattningar fér X och X och dess varianser hirleds analogt.

Skattningarna for differenserna Y-X samt Y-X hirleds ocksa pd liknande

sidtt och hjidlpsats 2.2 kommer hir till anvandning.

Observera att man ej kan f& resultaten for Y-X via resultaten for

Y-X och vice versa.

-



4.2 Regultat for LMVU-estimatorerna

LMVU-estimatorerna,dess varianser och optimala varianser ges i detta

avsnitt fo6r parametrarna X, i, Y, ?, Y-X och Y-X.

Fé6ljande beteckningar infors:

- eLMVU = en LMVU-estimator med den i avsnitt 2 beskrivna urvalsplanen
- Optimal . " ‘

ptimala variansen foér eLMVU betecknas

"12u

\% = i Vv 2 = . 6 .

opt(eLMVU) min (e; qyy) dédr @ nL, ;06<1
- emin = @-vidrde som minimerar V(eLMVU). Ovriga beteckningar,se
avsnitt 2.

Fo6ljande gdller samtliga nedanstdende LMVU-estimatorer:

- p=+1loch 6->12> V(eL ) 2>V ( )

MVU opt * LMVU
Skulle man i praktiken veta att p = 1 eller -1 anvidnder man naturligtvis
en annan strategi och utnyttjar det faktum att om n12m = 2 s& kan man
exakt bestimma regressionssambandet mellan undersdkningsvariablerna
x och y i delpopulationen U

12°

- p = 0 medfér att V__ ( ) &r oberoende av 9 .

ot CLMvU

Pga detta sidrredovisas ej detta fall d& uppdelningar gérs foér positiva

och negativa korrelationer.

- Samtliga formler nedan 4r giltiga fér - 1 < p < 1.

29
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a. Estimator av totalen X vid tidpunkt 1

b. Estimator av medelvirdet X vid tidpunkt 1

Xmvy ~ XLMYU/N .

= 2. = _ 2
V) =V Cnr? /5 Yopt Ky Vo Fravy

) /N

c. Estimator av totalen Y vid tidpunkt 2

- —- - (‘I_e) - - - - - -
Yoo Y2 * Yiou * 737 [ Yiam = Yi2d) * 20 7 Xygg)

- 2 2 n
VY ) = Ng Sg (- "ﬁ‘) * N?z;f — @2- N12
12 | 1-p20 12

2 [+ T1-p2) "2

iy 2.2,1 1 2
0 . = ——— Vv (Y =NoSo(— = ) +N
min > opt LMVL? 2°2°n, N, 12 n12l_ 2 N;p

d. Estimator av medelvirdet Y vid tidpunkt 2

:' — 5 t
Yimvu = YLMVU/N

V(Y ) = v(§

12 c _ s 12
LMVU LMVU)/N s V| ) = ( )/N

5 Vopt Yaave? = Vope Yivvu
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€. Estimator av differansen Y-X

2 2
~ = 2 2,1 2N .5 (1-p) n12
v(Y-X) = NS So(— - =) + y22 1 _ ] 12 1
MVU 2 2 NTST (— - ——) + .
L n, N P TN n, 756 N,
min =0 >V, (?'Q)LMV=NZSZ(L—l) v N2SAL - ) w22 e (1-p) (-
min opt U N +2N7,5°(1-p) (

- - 2 ] ]
Onin=1 =2V __ (Y-X = N2 So(=— -1 2.2,1 z n
min MVU + ! 2
Slepcn 0Pt L 2 2 TN T NSTE - o) e and, 21 -2 ()

f. Estimator av differensen Y-X

G =% Fowe 0 Q07,7 070R # G T1™ O g
(1-0) (Q,+Q,00) -
2 ™ - v X -
! 1-0202 [(Ynm SR AP TRACY "IZm)]

s = 2 2,1 1 2 2,1 i
v (Y-X = (1- So(— - — 1-0,)° T (— - <) +
( )LMVU (1-q,) z(n2 NZ) + (g 1N,

2 |@+d)y0-%0) -200,0050) 5 5
+ - E (@405 20,0, )
M2 1-p2®2 12
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Fo6r berikning av 0 . betraktas tva fall:
min
Fall 1: 0 < p < 1
2 =z 0
V() = V(Y-X)yyy s dxé L 20 ger
2 2
\I—"‘" Q; +Q - 2Q p
8 =k + kz- ;k: ]2 g 5 1Q2 och 2:-—%
(Q) +Q;)0"-2Q,Q, ¢ P
Det kan bevisas att V(@) < V(1) d& 0 <@ <1 och 0<p <1,
Det foljer di att
a. Om det existerar en lésning 66[0,1 fsé ar 0 = Omin’
vilket ger V :_:
’ opt T X vy
b. Om det inte existerar en sadan 1ldsning s &r @ . =20
min
= : 2 2.1 1 22 .
- £ 2 ='(1-0,)° sS(=—-) + (1-Q,)" sy
@mm 0 #Vopt(Y X)LMVU 2 2 n, N2 1 1 n,
202 + @ - 2 Q0p) (e - )
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Fall2: -1 < p < 0

Enligt (4.2.1) ar 0 =k + k7=
Det kan bevisas att v(0) > Vv(0) aa 0<o@o < 1och =-1< p < 0.
Av detta foljer att

. . -0 . . yi I-X .
a. Om det existerar en 10sning 9610,1]sa ar O Omln’ vilket ger Vopt( XiMVU

b. Om det inte existerar en sddan 10sning s& &r Omin = 1,
a2 =2 2 2¢1 1 2 1 1
- - = (1- So(— =~ =)+ (1-Q,)7 ST(— - =)+
Opin = 1 P Vope (WX (Q)" 8%, * W, LA

Fdljande specialfall fis da Q = Q1 = Qy

- 7% = 221 _ 1 20 1y 4
emin 0 =:>V0pt(Y X)LMVU_ (1-Q) [Sz(nz NZ) * sl(n1 N1)]
O<p<l
+2 ¢ 8% (1-p) (- - o=
12 12
- 5_5 _ (-0 |2 L - L 201 1,41 4
Omin = 1 ==)Vopt(Y X) gy (1 Q) [Sz(n2 Nz) * Sl(n1 N1)}
-1<p<0
2 n
y2 Q2= (1- 22(1-p))

"2 12
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4.3 Variansjimforelser vid tva olika strategier

I detta avsnitt skall vi jamfora varianserna for LMVU-estimatorerna for den
tidigare beskrivna strategin (hidr kallad D1) med varianserna f6r en enklare
strategi DO. Syftet med detta dr att undersdka hur stora variansreduktioner

man kan f& om man anvinder den mer komplicerade strategin D1.

Strategi DO kan beskrivas p& foljande satt:

Vid tidpunkt 1 dras ett OSU omfattande n objekt frén de N objekten i U.

Vid tidpunkt 2 dras ett nytt OSU omfattande n objekt fran de N' objekten
i U', obercende av stickprovet vid tidpunkt 1. Observera att dessa urval

slumpmdssigt kan &dverlappa varandra.

Figur Over urvalsplanen i DO:

UN
N

v

U' N!
Foljande forenklande antaganden gors vid jamforelserna av varianserna

vid de bada strategierna:

a. = = = = N' =
Ql Q2 Q N N' och N1 N2

b. 0 < p <1
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e, Fopulationsvarianserna for U, U', U U och U2 ar lika:

1> Uiz
22 _2_2 _2 _2_2
Sy = Syr = 57 = Sipx = Sqay =83 =5

f. N, N', N1,N12 och N2 ar stora och stickprovsfraktionerna

n
N och N12
12 12

dr ignorerbara.

1 4 b

T2 M2u M2m
T P

=l
i

z_I::s

zl_‘s

D& Ar estimatorerna och deras varianser i strategin DO som f&ljer

n
- NZyi - -~
= = id tid kt 2
o 7 Ypg = Ypo/N vid tidpun
n
-~ NZX. -~ -~

XDO = —, XDO = XDO/N vid tidpunkt 1

. - 2 s2
V(YDO) = V(XDO) =N —
= z 52
V(YDO) = V(XDO) =T

2
> ~ .28
v(YDO - XDO) = 2N =
= 2 52
V(YDO - XDO) =2 ~

Vi ken d& uttrycka jamforelser av varianser genom foljande varianskvoter:

Ve V) _ Ve VCamy) (1-0) +(21_02@

: 2 - 2 2.2
V(¥,) V(Y v(X,,) vX,,) 1-070
AS o O ) V=X vy - - + (1-0)

~ = z =z 1-p0
V(YDO—XDO) V(YDo xDO)

(4.3.1)

(4.3.2)
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1
1+/1-p2

i (4.3.1) och @ = 0 1 (4.3.2), kan dessa kvoter skrivas

Om vi satter in optimala virden fér O, dvs 0 =

~
~ ~ ~

v v (X )
Voot Ty’ _ Yopt Yimve) _ Vope Fne _ Yope wvul o (o) (4.3.3)

~

V(YDO) V(YDO) v(xDO) v(X)

och
- Y §—§)
Vopt Y vy _ opt Ty _ ! - Qo (4.3.4)

V(YDO—XDO) V(YDO'XDO)

Tabell 1: Variansreduktion genom anvidndning av strategin D1 i stdllet
f6ér DO vid estimation av parametrarna vy, §, X, i,

Jamforelsen uttrycks enligt (4.3.3).

p
Q 0.99 0.80 0.60 0.40 0.20

1 0.57 0.80 0.90 0.96 0.99
0.99 0.57 0.80 0.90 0.96 0.99
0.90 0.6t 0.82 0.9t 0.96 0.99
0.80 0.66 0.84 0.92 0.97 0.99
0.70 0.70 0.8 0.93 0.97 0.99
0.60 0.74 0.88 0.94 0.97 0.99
0.50 0.79 0.90 0.95 0,98 0.99
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Tabell 2: Variansreduktioner genom anvindning av strategin D1 i stédllet

f&r DO vid estimation av parametrarna Y-X och Y-X. Jamfdrelsen

uttrycks enligt (4.3.4).

e

Q 0.99 0.80 0.60 0.40 0.20

1 0.01 0.20 0.40 0.60 0.80
0.99 0.02 0.21 0.41 0.60 0.80
0.90 0.11 0.28 0.46 0.64 0.82
0.80 0.21 0.36 0.52 0.68 0.84
0.70 0.31 0.44 0.58 0.72 0.86
0.60 0.41 0.52 0.64 0.76 0.88
0.50 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

Slutsatserna vid ovan gjorda jamforelser med optimala f-viarden 4r att:

a. vid estimation av nivaer &ar D1 overliagsen DO om Q och p #Ar stora

(0 > 0.80 och Q 2 0.80). (Samma resultat géller for negativaf .)

b. vid estimation av differenser kan stora variansreduktioner erhallas

da p > 0.40 och Q > 0.60. (For negativa virden pa p &r varianserna lika stora

fér de bada strategierna.)

c. om p &ar positiv ar variansreduktionerna for estimatorerna av differenserna

storre An de for nivéerna.

Diagrammen 1 och 2 visar funktionerna (4.3.1) och (4.3.2) d&a 0 < 8 <1

och for olika varden p4d Q och p. For givna 0-varden kan precisionsvinsten

vid anviandandet av D1 enkelt utlésas. Diagrammen illustrerar ocksd problemet

att valja lzmpligt 6-véarde da effektiva estimatorer for nivaer och differenser

snskas samtidigt. Sadana diagram Ar limpliga att anvidnda da man gor av-

viagningen mellan nivd- och férandringsskattningar.
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halal D1 e differens)
0 **“** ® - enligt funktion (4.3.2)
0.850 + - V. (estimator for
DO .
R differens)
L33
L 22 4
0.825 + W
W 3H
£ 2 23
£ 2.3 ]
%32
0.800 + R
E.23 2
£ 1.
0.775 +
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Diagram 2: STATISTICAL ANALYSIS SYSTEM 17
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5 KVOTESTIMATORN, DESS VARIANS SAMT OPTIMALA VARIANS

Fériandringar uttrycks oftare som kvoter 4n som differenser. Betrakta kvoten

Y
R = i och dess estimator

Ay, T X)) b Y ¥ (D) Yy, + Y -
X, + (=) Xy + e Xy +d (Vyyp = Y00

>y e

dir E(Y) = Y,E(X) = X; a, b, ¢ och d dr godtyckliga konstanter.

~ ~ A A A

1 o s
Vantevirdet fér R ges av E(R)= R-3% Cov(R,X). R 4r alltsd inte en

bias i R VIR

vantevdrdesriktig skattning. Eftersom f = R! < V(X)
. A () - X

kan biasen ignoreras om CV fér X dr liten, t ex mindre 4n 0.1.(Se

= CV(X)

Cochran (1977) sid 162.) Detta antages gidlla i detta avsnitt. Eftersom

R dr en kvotestimator behandlas ej fallet med negativt p.

A

Variansen for R &r

~ ~

V(R) =V = = [V(Y) + R2V(X) - 2RC0V(Y,Xﬂ (5.2)

A

. Eftersom Y och

R har alltsd approximativt samma varians som

X dr viantevirdesriktiga sestimatorer kan vi anvidnda hjidlpsats 2.2 (med
- - A \
Y -RX
R -
och B = = ) vilket leder till Y-RX = LMVU LMVU
X X JLMVU X -

1
o = =
X

Med beteckningen

-~

vy

Ry = = (5.3)
X mvy

(MV = minimum variance)
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far vi
Y -
. A o o) - 2.2 . -
V@MV) v X "2 E’(YLMVU) RV ) - ZRCOV(YLMVU’XLMVU):{ (5.4)
I avsnitt 4.2 har vi beridknat
Yimvye XLMVU’ V(YLMVU V(XLMVU samt VIY-X)p vou = VO vy -
Kovarianstermen kan da beriknas eftersom
Cov (YLMVU’ XLMVU) = P(YLMVU) V&) T V(Y—X)LMVIJ'
Genom insdttning av dessa uttryck 1(5.3) och (5.4) far vi for 0 <p< 1:
. (1-6) [ > s - A )
Y. + Y + (Y -Y . ) +pX,, ~X..) (5.5)
2 12 2 P .
ﬁMV ) u (1-p20%) 12m 12u 12 12m . YLMVU
> s 0(1-9) N = 7
X, +X P Y, - ) + o(X ) X
1 12 2 e
(1-p°0%) [ 12m 12m LMVU
L R O R A LI DU S L ISPV I
MV 2 N2 5, n N 1 a. N N (It p +
X 2 Ny i m N 1204, | Ny,
(5.6)
+ N2 52 (1+R2)(1-02®)-2Ro(1-9)
1204y (1-p%0%)
Minimumvariansen for iMV erhadlles genom att minimera V(RMV)med avseende

pad 0O, Detta leder till en andragradsekvation 1 9.

LA&t R > 0,0 <p < 1 och V(@) = V(RMV).

dv(®)

5 =0 till

D& leder
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2—
9=ki'Vk—Q,;k=_(.liE_..2—Rp_)_ och£=1_
p (p+pR?-2R) p?

Det kan visas att V(9) <V(1) nér 0<6<1, R>0 och (<p<1.Pga detta kan vi

berdkna optimala §-virden.

~

a. Om det existerar en 1losnin o s& ir = . vilket ger
g ef0,1[ 0=0_. , ger Vo (R
b. Om det inte existerar en s&dan 1&sning &r 0 . =0.
min
emin =0
s Jhtte
MV -~ s
Y
i . 1 2 .2 1 1 2.2.2 1 1 2 2
Vo (Ry) 2= IND 85 - -y + RANST (- by w2 s Lo L 2
opt 2 7272 'n, N ! )(1 + R” - 2Rp)
X 2 2 n, Nl 12 n, N12

p =0 = (R,..,) &r oberocende av 0.

Vopt

p =1 ocho > 1 =>V(£MV) —>Vopt(RMV)'

Som exempel visas optimala @ -vidrden i tabellen nedan £8r olika varden pé

R och p.

~

Tabell: Optimala 6-vi i E 3 i E| . .
abe ptimala 6-virden (gidller dven d& populationen ir konstant) emm =>Vopt(RMV)

< 0,01 0,10 0,25 0,40 0,50 0,75 0,90 0,99
0,1 0 0 0,11 0,28 0,35 0,49 0,62 0,85
0,5 0 0 0 0 0 0 0,21 0,66

0 0 0 0 0 0 0 0
1,5 0 0 0 0 0 0 0 0,48
0 0 0 0 0 0 0,21 0,66
0 0 0 0,02 0,14 0,37 0,54 0,82
0 0 0,11 0,28 0,35 0,49 0,62 0,85
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6 SAMMANFATTNING OCH KOMMENTARER

I SCBs l16pande undersdkningar forekommer oftast att man for successiva
mdttidpunkter Onskar estimera nivder och fériandringar. I detta sammanhang
har man sdllan beaktat problematiken med foéridnderliga populationer samt
konflikten att effektivt skatta bade nivier och férindringar med samma

urvalsplan.

Rapporten har behandlat dessa problem under foljande forutsidttningar:

a Forédnderlig population
b Andlig populationsstorlek
¢ Tva successiva tidpunkter

d Inga ram-, mat- och bortfallsproblem forekommer.

Strategier har angivits for att pd effektivt s&tt estimera nivder och
fériandringar. Dessa strategier bygger pd matchade urvalsfdrfaranden mellan
tidpunkter och leder for nivier till sammansatta estimatorer bestdende

av tvd OSU-estimatorer och en tva-fas regressionsestimator. Forindrings-

skattningarna bestdr av differanser eller kvoter av sddana estimatorer.

Vid en jadmforelse mellan tva strategier med matchade respektive oberoende
urval far man att stora variansreduktioner dr m6jliga med den matchade
strategin trots att populationen &ar fordnderlig. Speciellt gédller detta
férandringsskattningarna. Fér nivderna dr variansreduktionen mittligare.
Strategin med matchade urval ger ocksd mdjlighet att i efterhand for-

bédttra tidigare skattningar.



Ly

D& man f6r samma urvalsplan onskar effektivt skatta fordndringar och
nivéder uppstlr en konflikt och man maste d& kompromissa angldende stra-
tegin enligt de prioriteringar man har mellan de tva skattningstyperna.

Det #4r angivet i rapporten hur man kan férfara i denna situation.

Prioriteringsproblem kan ocksi uppstd mellan olika fdridndringsskattningar
samt naturligtvis d& man har flera undersdkningsvariabler vid en given

tidpunkt att ta hiansyn till (massvariabelproblemet).

Fér anvindning av strategier med matchade urval kravs att man pad for-
hand atminstone har ungefirlig Znnedom om t ex korrelationskoefficienter
mellan undersdkningsvariabler vid olika tidpunkter samf om in- och ut-

f16de av populationsobjekt 6ver tiden.

S&dan information ackumuleras vid successiva undersdkningar och kan

utnyttjas vid faststdllandet av strategin.

Det 4r en fordel om en viss reguljédritet finns angdende den nidmnda hjidlp-
informationen. Man behéver da inte r&ka ut for att forutsittningarna for

effektiv estimation snabbt foérindras.

D4 det géller att anvidnda strategier med matchade urval i SCBs under-
sGkningar maste stratifierad urvalsplan, fler 3n tva successiva mittid-
punkter samt ram-, mdt- och bortfallsproblem inkorporeras i strategin.
Man kan &dven tédnka sig att anvidnda hjdlpinformation frin ramen i estima-

torerna samtidigt som man har en matchad urvalsplan.

Sett i detta perspektiv 4r rapporten att uppfatta som ett forsta led

i arbetet att konstruera praktiskt anvindbara strategier.



Syftet med att anvidnda matchade strategier i SCBs ldpande statistik-
grenar ar att reducera kostnaderna med ofdridndrade precisionskrav,
samtidigt som man beaktar alla avvigningar som maste gdras mellan
nivid- och forandringsskattningar samt mellan olika undersdknings-

variabler.

Denna rapport finns 4ven i en kortare engelsk version, se Forsman

och Garas (1982),.
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