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1(51) 

INLEDNING 

Denna rapport är utarbetad vid Enheten för statistiska metoder (P/STM) på 

avdelningen för planering och samordning, inom projektet Urval och esti­

mation (URVEST), delprojektet Pörändringsskattningar. 

Syftet med utredningen är att ange urvals- och estimationsplaner 

(strategier) som är effektiva för nivå- och förändringsskattningar 

då föränderlig population föreligger. 

Inom SCBs statistikgrenar produceras en mängd statistik vid successiva 

tidpunkter vars periodicitet kan variera från en månad upp till 

flera år. Vanligen publiceras skattningar av totaler eller medelvärden 

(nivåer) som så småningom bildar tidsserier. Statistikkonsumenterna 

kan då vid analysen av undersökningsresultaten notera ökningar, 

minskningar eller oförändrat resultat mellan intilliggande tidpunkter 

samt studera trender över längre perioder. Ofta är emellertid inte 

undersökningarna i första hand gjorda för att ge en god precision 

för förändringsskattningarna. Undersökningsmetodiken är i stället 

inriktad på nivåskattningarnas precision. På senare år har man 

på olika håll vid SCB uppmärksammat denna situation, t ex vid Utrednings­

institutet (I/UI) och vid Avdelningen för areell statistik. 

Ett annat problem är att undersökningspopulationerna är föränderliga 

över tiden, dvs, populationsobjekt avgår och tillkommer mellan 

successiva tidpunkter. Den traditionella samplingteorin behandlar 

endast fall med konstanta populationer dvs, inget in- och utflöde 

av populationsobjekt över tiden. Detta beror troligen på att denna 

teori till stor del är utvecklad i USA och att man där oftast an­

vänder sig av areasampling och därmed erhåller konstanta populationer. 
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Slutligen uppstår det en konflikt eftersom de straterier är olika som 

ger optimala nivå- respektive förändringsskattningar. Man kan då välja 

en kompromiss som beror på hur man prioriterar mellan de båda skattnings­

typerna. 

I rapportens avsnitt 1 ges en allmän översikt om förändringsskattningar. 

Avsnitt 2 beskriver en urvalsplan som tar hänsyn till att populationen 

förändras mellan två undersökningstillfällen. Två användbara satser för 

härledning av LMVU-estimatorer (Linear Minimum Variance Unbiased) samt 

dess varianser är presenterade i avsnitt 3. I avsnitt 4 beskrivs härlednings­

metodik för LMVU-estimatorer (nivå- och förändringsskattningar) samt 

dess varianser. Resultat av utförda härledningar presenteras samt en 

variansjämförelse mellan den här studerade strategin och en strategi 

kännetecknad av oberoende urval. 

Minsta varians för en förändringsskattning uttryckt som en kvot presenteras 

i avsnitt 5. 

Avsnitt 6 innehåller en sammanfattning av rapporten samt kommentarer. 

I avsnitt 7 återfinns en litteraturförteckning med skrifter som behandlar 

estimation vid successiva urval i tiden. 
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1 ALLMÄNT OM FÖRÄNDRINGSSKATTNINGAR 

1.1 Beteckningar och definitioner 

Förändringsskattningar förekommer vanligen då man vid olika tidpunkter, t, 

upprepar en undersökning. Vi betecknar populationen vid tidpunkten t 

med U . För en undersökningsvariabel y vill vi skatta totalen Y^ med 
t t t 

stickprovsundersökningar vid successiva tidpunkter t (t = 0, 1, 2,...). 

Låt nu Y beteckna en estimator av Y . Vi får alltså en serie skattningar 

Y , Y , Y ,... Förändringen för totalen Y mellan tidpunkterna t-1 och 

t kan uttryckas med två olika parametrar 

(1.1.1) 

och 

(1.1.2) 

R och D skattas vid successiva tidpunkter med 

(1.1.3) 

respektive 

(1.1.4) 

Variansen för kvotestimatorn R är 

(1.1.5) 
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och för D : 
t 

(1.1.6) 

Den enklaste situationen har vi när populationen U består av samma objekt 

oberoende av tiden, dvs U = U för alla tidpunkter t. En sådan population-

kallas i det följande för en konstant population. 

I samband med successiva mätningar över tiden talar man om longitudinella 

studier. I Goldstein (1979) görs följande definitioner: 

a. Rena longitudinella studier. 

Samtliga u tva lda objekt mäts vid a l l a väl def in ie rade t i d p u n k t e r . 

b. Blandade longitudinella studier. 

Minst ett objekt mäts vid två eller flera väl definierade mättillfällen. 

c. Icke longitudinella studier. 

Inga objekt mäts vid fler än en tidpunkt. 

Longitudinella studier innebär alltså ej enbart att man gör successiva 

mätningar över tiden, utan också att urvalen mellan olika tidpunkter 

på något sätt är hopkopplade och att mättillfällena är väl definierade. 

I praktiken är det nästan alltid blandade longitudinella studier det 

är fråga om vid successiva mätningar i tiden. 

Begrepp som förekommer i dessa sammanhang är paneler och panelundersök­

ningar (se t ex Kish (1965) eller Dahmström (1971)): 

- En panel är ett urval där samtliga objekt mäts vid två eller flera 

tillfällen. 
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- Med en panelundersökning menas en undersökning där minst en panel före­

kommer . 

1.2 Olika urvalsplaner vid successiva mätningar över tiden 

Gemensamt för de urvalsplaner som leder till bättre förändringsskattningar 

än när man har oberoende urval vid varje tidpunkt, är att man återkommer 

till en bestämd del av tidigare urval. På så sätt kan man utnyttja popula-

tionskorrelationen mellan två eller flera mättillfällen. Vi ska i detta 

avsnitt behandla två olika typer av sådana urvalsplaner. 

1.2.1 Matchade urval 

Ambitionen att framställa både nivå- och förändringsskattningar med lägsta 

möjliga varians kan leda till en konflikt när man ska bestämma graden 

av överlappning mellan stickproven. Detta illustreras i nedanstående 

urvals- och estimationsplan som först beskrevs av Jessen (1942): 

Man har en konstant population U som innehåller N objekt. 

Vid tidpunkt 1 dragés ett slumpmässigt urval av n objekt utan återläggning 

(OSU). Vi betecknar det s (n). 

Vid tidpunkt 2 dragés ett suburval av m (matched) objekt med OSU från 

s (n) samt ett OSU av u (unmatched) objekt från de N-n objekten i U-s (n). 

Undersökningsvariabeln kallas vid tidpunkt 1 för x och vid tidpunkt 2 för y. 
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Följande figur illustrerar urvalsplanen: 

Det antages gälla att: 

a) Urvalsfraktionerna £, ^ och ^ är försumbart små. 
N N N 

2 2 2 
b^ Sx = Sy = S ' d v s P°Pulatior>svarianserna är lika mellan tidpunkterna. Då 

kan korrelationskoefficienten p mellan y och x skrivas p = -^v(-x^-l vilket 

2 S2 

medför att Cov(x,y) = p S , (-Kp<l) 

c) m och u väljes så att m+u=n. Vi inför beteckningen G = -, vilket leder 
n 

till att urvalsöverlappningen är 1- 9 = -. 
n 

d ) Xm' Xn' Ym 0 C h Y
u
 u t g ö r e n k l a skattningar av X och Y, baserade på 

respektive urval. 

2 
Vid tidpunkt 1 skattas totalen X med X . Dess varians är V(X ) = N2 — 

n n n 

Totalen Y vid tidpunkt 2 skattas med 

där a och b är godtyckliga konstanter. 

(1.2.1) 
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Skattningen X^ kan förbättras vid tidpunkt 2 i efterhand genom 

(1.2.2) 

där c och d är godtyckliga konstanter. 

Om varianserna för X och Y beräknas och minimeras med avseende på konst­

anterna a, b, c och d erhålles följande varianser: 

(1.2.3) 

Minimeras detta uttryck nu med avseende på 6 fås: 

(1.2.4) 

Vid dessa minimeringar erhålles bl a sambandet a = - p b. 

Insättning av detta i (1.2.1) ger 

(1.2.5) 

Strukturen av (1.2.5") innebär en sammansatt estimator som består av en OSU-

skattning och en 2-fas regressionsskattning. 

Vi betraktar nu differensskattningen D = Y-X med Y enligt (1.2.1) och 

X enligt (1.2.2). Minimeringar av variansen för D ger: 

(1.2.6) 

(1.2.7) 

(1.2.8) 
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Som synes får vi här andra optimala e-värden än för minV(Y) och minV(X). 

Detta illustrerar konflikten att med samma urvalsplan effektivt skatta 

både nivå- och förändringsskattningar. 

Det bör påpekas att samma Q . ej alltid ger optimal varians för olika 

typer av förändringsskattningar. Detta gäller t ex D=Y-X och R=Y/X (med 

Y enligt (1.2.1) och X enligt (1.2.2)) vilket framgår av (1.2.7) samt 

tabellen på sidan 42. 

Följande exempel visar hur man kan kompromissa för att få bra skattningar 

för både nivåer och förändringar med samma urvalsplan. 

Exempel: 

(Beteckningar enligt sid 5-7 ) 

Antag att man vill välja ett värde på 9 = - SOm tar hänsyn till att 

man vill ha så bra skattningar som möjligt för både nivåer och förändringar. 

Antag också att korrelationskoefficienten P mellan x och y är 0.9. En 

förutsättning för resonemanget i detta exempel är att man har en hygglig 

uppfattning om p före tidpunkt 2. 

Följande beteckningar införs: 

Den tidigare beskrivna strategin ska nu jämföras med en enklare strategi. 

Denna innebär att man drar oberoende OSU av n objekt från populationen 

U vid de båda tidpunkterna. Man får då X och Y som enkla totalskattningar 

n n 
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vid t idpunkt 1 respek t ive 2 samt d i f f e r ansska t tn ingen D = Y - X . 
n n n 

Varianserna för dessa estimatorer blir: 

Varianskvoterna p.( e) definieras nu på följande sätt: 

Funktionerna P.(8) uttrycker alltså varianserna för den matchade strategin 

relativt varianserna för den oberoende strategin, för olika värden på 6. 

Eftersom varianserna V(Y ), V(X ) och V(D ) är konstanta med avseende på 

n n n 
8, har F<(6) samma profiler (och 9 ) som variansfunktionerna V. (6). 

min 
•Då p= 0.90 fås följande funktionskurvor F.(6): 
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Beteckna 

Av figuren framgår att valet av 0 är självklart om man ensidigt önskar 

bästa förändringsskattning eller bästa nivåskattning. 

Från (1.2.4) fås att e . = = 0.70 minimerar V (9) och v"( 6) . 
1+/1-0.81 

Dessa varianser är 12% av motsvarande varianser vid oberoende urval. Av 

(1.2.7) framgåratt 0 . = 0 leder till att V(8) minimeras och att stor-
min D 

leken av denna är 10% jämfört med då man har oberoende urval. Man kan 

t ex välja 0 = 0.5 om nivå- och förändringsskattningar anses lika viktiga 

Detta Q-värde sammanfaller här med strategin att välja det 6 som minimerar 

Fy(9) + F"(0)• Detta illustreras i nedanstående tabell: 

Beroende på prioriteringen mellan nivå- och förändringsskattningen kan 

man naturligtvis välja andra 0-värden som motsvarar den vikt man lägger 

vid respektive skattning. 

(slut på exemplet) 
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Den ovan behandlade urvals- och estimatlonsmetodiken beskrevs först av 

Jessen (19^2), som tidigare nämnts. Fallet då man vid flera successiva 

mätningar utnyttjar hjälpinformation från föregående mättidpunkt be­

handlades av Yates (19^9) och Pattersson (1950). Ett avsnitt med mot­

svarande stoff brukar ingå i de vanligast förekommande samplinghandböckerna, 

t ex Cochran (1977), Hansen-Hurwitz-Madow (1953) och Des Raj (1968). 

I Sverige har Kulldorff behandlat ämnet ingående och bl a ansatt kost­

nadsfunktioner, se t ex Kulldorff (1963). På senare tid har indiern 

Arnab arbetat vidare med dessa urvalsplaner och behandlat tvåstegsurval 

och dragning med godtyckliga sannolikheter, se Arnab (1980, 1981). Det 

har även förekommit modellbaserade ansatser vid successiva mätningar 

där man antagit att totalen Y förändras enligt någon stokastisk process, 

se t ex Scott-Smith (1974). I S.M. Woodruff (1980) beskrivs en klass 

av sammansatta kvotestimatorer. 

1.2.2 Roterande panelurval 

Den tidigare beskrivna urvalsplanen är ett panelurval eftersom delurvalet 

m enligt definitionen på sidan 4 är en panel. En annan typ av panelurval 

som utnyttjar hjälpinformation från tidigare tidpunkter är ett s k roterande 

panelurval, som kan beskrivas på följande sätt. 

Antag att en konstant population föreligger. Man drager t ex med OgU 

k olika urval, vilka är parvis icke överlappande. De är också oftast 

av samma storlek. 

Vid en given tidpunkt deltager r urvalsgrupper och mellan två tidpunkter 

byts en urvalsgrupp ut mot en ny, vilket utgör rotationen. Detta kan 
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illustreras med följande exempel där k=8 och antalet rotationsgrupper 

som mäts vid varje tidpunkt är r = 3. 

I detta fall utgör rotationsgrupp 2-7 paneler eftersom dessa mäts vid 

minst 2 tidpunkter. 

I Dahmström (1971) och Woodruff (1963) ges översikter av roterande panel­

urval. Beroende på önskemål om nivå- och förändringsskattningar kan man 

bestämma andelen av stickprovet som mäts vid varje tillfälle. 

Skattningarna leder som tidigare till kombinerade estimatorer. Ett enkelt 

fall av roterande panelurval är när r=2 och k=3. Se Raj (1968). 
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Urvalsstorlekarna för rotationsgrupperna 1, 2 och 3 är u', m respektive 

u: 

Vid tidpunkt 1 mäts variabeln x på rotationsgrupperna 1 och 2. Vid tid­

punkt 2 mäts variabeln y på rotationsgrupperna 2 och 3. 

Enligt samma förutsättningar som vid den tidigare urvalsplanen (redovisad 

i avsnitt 1.2.1)kan man välja urvalsstorlekarna så att de blir lika vid 

tidpunkterna 1 och 2, dvs m + u' = n och m + u = n vilket medför att u' = u. 

Estimatorerna för Y, X och Y-X blir: 
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Optimala varianser för dessa blir samma som för den tidigare beskrivna 

urvalsplanen. Detta är inte förvånande eftersom urvalsplanerna är identiska 

i detta fall: 

Matchat urval: Roterande panelurval: 

För det roterande panelurvalet utgör m + u' = n ett OSU-urval där m är ett 

delurval av m + u'. Detta visar att roterande panelurval och det tidi­

gare panelurvalet är starkt besläktade. 

På SCB används roterande panelurval i vissa individ- och hushållsundersök­

ningar, t ex Arbetskraftsundersökningarna (AKU), Hushållens energianvänd­

ning (HEA) och Hushållens inköpsplaner (HIP) (8,2 respektive 5 rotations-

grupper). AKU är dock den enda undersökningen som använder sig av samman­

satt estimation. Inom företagsstatistiken dragés urval enligt ett system 

kallat samordnade urval inom företagsstatistiken (SAMU), som ger viss 

möjlighet att samordna urval i tiden. Inom jordbruksstatistiken används 

roterande panelurval i Deklarationsundersökningen för jordbrukare (DU) och 

i Jordbruksekonomiska undersökningen (JEU) (3 respektive 4 rotationsgrupper). 

Här används inte sammansatt estimation. 

De register som används som urvalsramar på SCB är främst Registret över 

totalbefolkningen (RTB), Centrala företagsregistret (CPR) samt Lantbruks-

registret (LBR). 
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Det största praktiska problemet vid tillämpandet av urvalsmetoder be­

skrivna ovan är att populationerna inte är konstanta utan föränderliga 

över tiden. Med detta menas att populationsobjekt tillkommer och avgår 

mellan olika tidpunkter. 

I vissa fall kan man komma runt problemen med en föränderlig population 

av undersökningsobjekt genom att tillgripa areasampling. Man får då en 

konstant population av urvalsenheter. Ett exempel på detta är Current 

Population Survey (CPS) som görs på Bureau of the Census i USA. Areasamp­

ling är då ett clusterurval som på klassiskt sätt löser ramproblem då 

register ej finns på undersökningspopulationen. Denna lösning ger dock 

oftast sämre precision för skattningarna än då man har ramar som över­

ensstämmer hyggligt med undersökningspopulationen. På SCB förekommer 

ej areasampling då det finns register över undersökningsobjekt att tillgå. 

Ramproblemen vid användande av dessa register är dock ej obetydliga. 

Problemen med föränderliga populationer i samband med urvals- och estima-

tionsplaner för successiva mätningar i tiden är mycket litet beskrivet 

i den statistiska litteraturen i motsats till fallet med konstanta popu­

lationer. På SCB har dock en del arbete gjorts i detta sammanhang med 

föränderlig population: 

I Anderson (1979) analyseras vad som händer vid roterande panelurval 

samt ges ett antal förslag till nivå- och förändringsskattningar samt 

deras varianser. 

Cassel (1979) studerar vilken variansreducerande effekt roterande panel­

urval har på olika nivå- och förändringsskattningar i samband med estimation 
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i delgrupper, s k domains of study. I Råbäck (I98O) presenteras tabeller 

med varlansjämförelser som utgår från Cassels resultat. Bäcklund (1972) 

har angett den allmänna kovarianstermen 1 variansen för kvotestimatorn enligt (1.1.5) 

då urval sker med SAMU i företagsstatistiken. 

Vid successiva mätningar då föränderliga populationer föreligger dyker 

givetvis alla vanliga undersökningsproblem upp som t ex ram-, bortfalls-

och mätproblem. Dessa problem är dessutom oftast förstärkta jämfört med 

en engångsundersökning. Se Lindström et al (I98I). Sådana undersöknings­

problem behandlas dock ej i denna rapport. 

I det följande av rapporten behandlas effektiva förändrings- och nivå­

skattningar samt kompromisser mellan dessa då nedanstående förutsättningar 

gäller: 

a Föränderlig population 

b Ändlig populationsstorlek 

c Två successiva tidpunkter. 
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2 EN URVALSPLAN SOM TAR HÄNSYN TILL FÖRÄNDERLIG POPULATION 

Betrakta en population U(t) som innehåller N(t) objekt och som är för­

änderlig över tiden t. I nedanstående urvalsplan betecknas undersöknings-

variabelns värde vid tidpunkt t=l med x och vid tidpunkt t=2 med y. 

N 
£ x-- i -

Man önskar skatta medelvärdet X = — — och totalen X = NX i populationen 

U=U(1) och motsvarande parametrar Y och Y i populationen U'=u(2). 

Dessutom vill man skatta differenserna Y-X samt Y-X. Samtliga skattningar 

ska vara minimum-variance-unbiased inom en klass av linjära estimatorer (LMVU). 

Även minsta varians (MV) för en skattning av kvoten Y/X studeras. 

Mängden av urvalda objekt vid tidpunkt t och som omfattar n objekt betecknas 

st(n). 

Begreppet strategi innebär, som tidigare nämnts, kombinationen av en 

bestämd urvals- och estimationsplan. 

Urvalsplan 

Tidpunkt t = 1: 

Populationen U består av N objekt, n objekt dragés med slumpmässigt urval 

utan återläggning (OSU) av N. Mätningar görs på variabeln x. Vid denna 

tidpunkt känner man ej populationen U'. 

Tidpunkt t = 2: 

Populationen U' består av N' = N + N objekt där N är det gemensamma 

antalet objekt i U och U' (U = UflU'). 

Mellan tidpunkterna 1 och 2 har N objekt fallit bort ur populationen 

U och N„ har kommit till. 
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För urvalet vid tidpunkt 1 gäller att n objekt hamnar i delpopulationen 

U
1^

J_U
12

 o c h n
1 2

 i Ui2" ni o c h nio b l i r därigenom stokastiska variabler. 

Estimatorer och dess varianser kommer dock fortsättningsvis att 

vara betingade av n och n , 

Följande urvalsplan gäller vid tidpunkt 2: 

nl2m a V nl2 o b J e k t drages ur s (n ) med OSU (m = matched) 

ni2u a V N12~ni2 o b J e k t dragés ur U - s (n ) med OSU (u = unmatched) 

n av N objekt dragés ur U med OSU 

Följande samband gäller för urvalsstorlekarna: 

(n1 är totala urvalsstorleken vid tidpunkt 2) 

Figur över urvalsplanen 

Populationsmedelvärden, totaler samt varianser för x och y i delpopulationerna 

U l ' U12 s a m t U2 b e t e c k n a s : 
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Fortsättningsvis antages att 

Korrelationskoefficienten p mellan x och y i delpopulationen 

U12 kan då skrivas som 
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3 TVÅ ANVÄNDBARA SATSER 

Följande två satser kommer att användas vid härledning av LMVU-estimatorer 

samt deras varianser. I ett härledningsexempel i avsnitt 4.1 framgår 

det hur dessa satser används. 

Sats 1: 

Betrakta en konstant population U som innehåller M objekt. Följande urvals-

plan gäller: 

Vid tidpunkt 1 dragés med OSU u av M objekt ur U. 

Vid tidpunkt 2 dragés med OSU g objekt från s (u) och ett OSU av v-g' 

objekt från U-s (u). (Observera att s (v) = s (g)Us (v-g) är ett OSU 

från U.) 

Figur över urvalsplanen: 

Undersökningsvariablerna x och y mäts vid tidpunkterna 1 respektive 2. 

Det gäller också att x och y är enkla mede.lvärdesestimatorer samt att 
u v 

2 
Cov(x,y)=pS 

där g = # s (u)M s„(v) samt a och b är godtyckliga konstanter. 
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Bevis av sats 1 

Först visas hjälpsatsen 

Bevis: 

Hjä lpsatsen kommer t i l l användning v i d bevis av sats 1\ 

Bevis: 
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Man får t ex följande specialfall av sats 1: 

I vårt fall motsvaras u, v och M av n„„, n._ , n1 0 samt N . 
12 12m ±<:u id 

Med hjälp av sats 1 kan man lätt få fram erforderliga covarianstermer. 

Följande sats är bevisad av C.R. Rao (1952). Se också Raj (1968). 

Sats 2: 

Ett nödvändigt och tillräckligt villkor för att T ska vara en MVU-estimator 
(MVU=minimum-variance-unbiased) för en parameter är att 

Cov (T z) = 0 för alla z 

där z är en nollfunktion, dvs E(z) = 0. 

Följdsats 2.1: 

Om T är en MVU-estimator av en parameter och T är en unbiased estimator 

av parametern så gäller V(T )=Cov(T ,T\) . 

Detta följer ur sats 2 eftersom 

Cov(T0, TQ-TJ) = 0 = Cov(T0, T ) = V(T ) = Cov(T0, T±) . 
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Följdsats 2.2: 

Låt a och g vara godtyckliga konstanter. Om T'' och T' är MVU-estimatorer 

för parametrarna P'' respektive P', då är D = a T'' - g T' en MVU-estimator 

av a P " - 3P ' . 

Detta följer från sats 2 eftersom 

Cov(T'',z) = Cov(T' z) = 0 =» 

^ Cov(D z) = a Cov(T'', z) - 3 Cov(T' z) = 0 

Sats 2 med följdsatser kommer alltså till användning för att få fram 

önskade LMVU-estimatorer samt deras varianser eftersom satsen gäller 

allmänt för MVU-estimatorer. 
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4 LMVU-ESTIMATORER OCH DESS OPTIMALA VARIANSER 

LMVU-skattningar samt dess varianser har härletts för parametrarna 

X,X, Y, Y, Y-X samt Y-X. Dessutom har optimala varianser beräknats genom 

att minimera LMVU-skattningarnas varianser med avseende på n.„ och n„^ . 
& 12m 12u 

Dessa resultat redovisas i avsnitt 4.2. 

För att illustrera ovannämnda härledningar genomförs dessa för 

parametern Y i nästa avsnitt. 

4.1 Härledning av LMVU-estimator för Y, dess varians samt optimala 

varians 

Man vill skatta parametern 

(4.1) 

med Y enligt tidigare angivna förutsättningar i avsnitt 2, 
IJMVU 

Ansätt linjärkombinationen 

(4.2) 

utgörs av enkla medelvärdesskattningar, 

a, b, c, d, e och f är godtyckliga konstanter. 



25 

Se figur och beteckningar i avsnitt 2. 

Då L(x; y) Ska vara väntevärdesriktig gäller 

(4.3) 

(4.3) medför följande restriktioner på konstanterna a, b, c, d, e och f: 

(4.4) 

Insättning av (4.4) i linjärkombinationen (4.2) ger 

(4.5) 

(4 .5) u tgör i d e t t a f a l l k l a s sen av v ä n t e v ä r d e s r i k t i g a l i n j ä r a e s t i m a t o r e r . 
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För att Y ska ha minsta varians ska den enligt sats 2 vara okorrelerad 

med varje nollfunktion, t ex 

Därav följer att 

(4.6) 

Med hjälp av sats 1 kan ekvationssystemet (4.6) med c och d som obekanta 

skrivas upp. 

Ekvationssystemet (4.6) har lösningen: 

(4.7) 

Sätts (4.7) in i Y enligt (4.5) fås LMVU-estimatorn för Y: 

(4.8) 

Enligt h j ä l p s e t s 2.1 är Cov &Lmi],T]) = V ( Y L H V U ) , 

T] vä l j e s så a t t Cov(?LMVU, Tj) b l i r så l ä t t som möj l i g t a t t 

räkna u t . 
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Vi väljer t ex T1 = Qg y ^ + (l-Q2) y 

Med hjälp av sats 1 får man då 

(4.9) 

Alternativt kan dessa resultat erhållas utan att använda sats 2: 

Man skriver då upp V(Y) med hjälp av sats 1 och minimerar V(Y) med avseende 

på c och d. 

Man löser detta ekvationssystem och kontrollerar 

att lösningen på c och d ger min V(Y). 
c ,d 

Detta förfarande ger också resultatet (4.9) men tar längre tid. 

Optimala variansen för V(Y ) enligt (t.9) fås genom 
LiMV U 

(4.10) L ö s n i n g e n ges av 9 . = ; -1<tf<1 
mxn 1 + / T ^ r T 

sedan man kontrollerat randpunkterna 9=0 och 9=1 
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Resultatet blir då 

(4.11)' 

Eftersom Y - N' Y = H]Z V]2 + ^ V2 = Y12 + Y2 

följer nedanstående resultat för totalen Y: 

osv för delpopulationerna 

Motsvarande skattningar för X och X och dess varianser härleds analogt. 

Skattningarna för differenserna Y-X samt Y-X härleds också på liknande 

sätt och hjälpsats 2.2 kommer här till användning. 

Observera att man ej kan få resultaten för Y-X via resultaten för 

Y-X och vice versa. 
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4.2 Resultat för LMVU-estimatorerna 

LMVU-estimatorerna,dess varianser och optimala varianser ges i detta 

avsnitt för parametrarna X, X, Y, Y, Y-X och Y-X. 

Följande beteckningar införs: 

- e = en LMVU-estimator med den i avsnitt 2 beskrivna urvalsplanen 

- Optimala variansen för e betecknas 

- 0 . = 6-värde som minimerar V(e „„ ). övriga beteckningar,se 
m m LMVU 

avsnitt 2. 

Följande gäller samtliga nedanstående LMVU-estimatorer: 

Skulle man i praktiken veta att P = 1 eller -1 använder man naturligtvis 

en annan strategi och utnyttjar det faktum att om n = 2 så kan man 

exakt bestämma regressionssambandet mellan undersökningsvariablerna 

x och y i delpopulationen U . 

- o = 0 medför att V ^(eT„„„,) är oberoende av 9 . M opt LMVU 

Pga detta särredovisas ej detta fall då uppdelningar görs för positiva 

och negativa korrelationer. 

- Samtliga formler nedan är giltiga för - 1 < P < 1. 
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a. Estimator av totalen X vid tidpunkt 1 

b. Estimator av medelvärdet X vid tidpunkt 1 

c- Estimator av totalen Y vid tidpunkt 2 

d. Estimator av medelvärdet Y vid tidpunkt 2 
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e. Estimator av differansen Y-X 

f. Estimator av differensen Y-X 
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För beräkning av 0 . b e t r a k t a s två f a l l : 
mm 

Fa l l 1: O < p < 1 

(4 .2 .1 ) 

Det kan bevisas att V(0) < V(1) då O < 0 < 1 och 0 < p < 1. 

Det följer då att 

a Om det existerar en lösning QpfO.1 Tså är 0 = 0 . , 
L ' L m m 

vilket ger V (Y-lbTMm1. 
opt LMVU 

b. Om det inte existerar en sådan lösning så är 0 . - 0 . 
& m m 
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Fall 2: -1 < p < O 

Enligt (4.2.1) är 9 = k +_ A.~i 

Det kan bevisas att V(O) > V(0) då O < 0 <_ 1 och ~1< p < 0. 

Av detta följer att 

a. Om det existerar en lösning 9g]0,l] så är 9 = 0min, vilket ger
 v

opt^"^.Myu• 

b. Öm det inte existerar en sådan lösning så är 0 . - 1. 
m m 

Följande specialfall fås då Q = Q, = Q0: • 1 «-
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4.3 Variansjämförelser vid två olika strategier 

I detta avsnitt skall vi jämföra varianserna för LMVU-estimatorerna för den 

tidigare beskrivna strategin (här kallad Dl) med varianserna för en enklare 

strategi DO. Syftet med detta är att undersöka hur stora variansreduktioner 

man kan få om man använder den mer komplicerade strategin Dl. 

Strategi DO kan beskrivas på följande sätt: 

Vid tidpunkt 1 dras ett OSU omfattande n objekt från de N objekten i U. 

Vid tidpunkt 2 dras ett nytt OSU omfattande n objekt från de N' objekten 

i U', oberoende av stickprovet vid tidpunkt 1. Observera att dessa urval 

slumpmässigt kan överlappa varandra. 

Figur över urvalsplanen i DO: 

Följande förenklande antaganden görs vid jämförelserna av varianserna 

vid de båda strategierna: 
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e. Populationsvarianserna för U, U', U., U och U är lika: 

f. N, N', N ,N och N- är stora och stickprovsfraktionerna 

är ignorerbara. 

Då är estimatorerna och deras varianser i strategin DO som följer 

vid tidpunkt 2 

vid tidpunkt 1 

Vi k?n då uttrycka jämförelser av varianser genom följande varianskvoter: 

(4.3.1) 

(4.3.2) 
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Om vi sätter in optimala värden för 0, dvs 

i (4.3.1) ocl1- 0' = 0 i (4.3.2), kan dessa kvoter skrivas 

(4.3.3) 

(4.3.4) 

Tabell 1: Variansreduktion genom användning av strategin Dl i stället 

för DO vid estimation av parametrarna Y, Y, X, X. 

Jämförelsen uttrycks enligt (4.3.3). 
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Tabell 2: Variansreduktioner genom användning av strategin Dl i stället 

för DO vid estimation av parametrarna Y-X och Y-X. Jämförelsen 

uttrycks enligt (4.3.4). 

Slutsatserna vid ovan gjorda jämförelser med optimala S-värden är att: 

a. vid estimation av nivåer är Dl överlägsen DO om Q och P är stora 

(P > 0.80 och Q >. 0.80). (Samma resultat gäller för negativaP .) 

b. vid estimation av differenser kan stora variansreduktioner erhållas 

d å p l 0.40 och Q l 0.60. (För negativa värden på p är varianserna lika stora 

för de båda strategierna.) 

c. om p är positiv är variansreduktionerna för estimatorerna av differenserna 

större än de för nivåerna. 

Diagrammen 1 och 2 visar funktionerna (4.3-D och (4.3-2) då 0 1 9 £ 1 

och för olika värden på Q och p. För givna 9-värden kan precisionsvinsten 

vid användandet av Dl enkelt utläsas. Diagrammen illustrerar också problemet 

att välja lämpligt 9-värde då effektiva estimatorer för nivåer och differenser 

önskas samtidigt. Sådana diagram är lämpliga att använda då man gör av­

vägningen mellan nivå- och förändringsskattningar. 



38 Diagram 1: 
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Diagram 2 : 
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5 KVOTESTIMATORN, DESS VARIANS SAMT OPTIMALA VARIANS 

Förändringar uttrycks oftare som kvoter än som differenser. Betrakta kvoten 

Y 
R = — och dess estimator 

(5.1) 

där E(Y) = Y,E(X) = X; a, b, c och d är godtyckliga konstanter. 

Väntevärdet för R ges av E(R)= R -- Cov(R,X). R är alltså inte en 
A ^ 

Ibias i R \ /V(X) 
väntevärdesriktig skattning. Eftersom ' , —' < v .. = CV(X) 

A(R) "" X 

kan biåsen ignoreras om CV för X är liten, t ex mindre'än 0.1.(Se 

Cochran (1977) sid 162.) Detta antages gälla i detta avsnitt. Eftersom 

R är en kvotestimator behandlas, ej fallet med negativt p. 

Variansen för R är 

( 5 . 2 ) 

R har alltså approximativt samma varians som I — — [Eftersom Y och 

X är väntevärdesriktiga estimatorer kan vi använda hjälpsats 2.2 (med 

1 R 
a = — och g = — ) vilket leder til: 

X X 

Med beteckningen 

(5.3) 

(MV = minimum variance) 
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får vi 

(5.4) 

I avsnitt 4.2 har vi beräknat 

Kovarianstermen kan då beräknas eftersom 

Genom insättning av dessa uttryck i (5.3) och (5.4) får vi för 0 <p< 1 : 

(5.5) 

(5.6) 

Minimumvariansen för R erhålles genom att minimera V(R^) med avseende 

på 0. Detta leder till en andragradsekvation i 0. 

Låt R > 0,0 < p < 1 och V(0) = v^R
m^>-

Då leder till 
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Det kan v i s a s a t t y ( 0 ) <V(1) n&r O<0<1, R>0 o c n 0<p<1.Pga d e t t a kan v i 

b e r ä k n a o p t i m a l a Q-värden . 

a . Cm det existerar en lösning 

b . Cm det inte existerar en sådan l ö s n i n g ä r 0 . = 0 . 
m m 

Scm exempel visas optimala 0-värden i tabellen nedan för olika värden på 

R och p. 

Tabell: Optimala 8-värden (gäller även då populationen är konstant). 9 . =>> V (R^) 
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6 SAMMANFATTNING OCH KOMMENTARER 

I SCBs löpande undersökningar förekommer oftast att man för successiva 

mättidpunkter önskar estimera nivåer och förändringar. I detta sammanhang 

har man sällan beaktat problematiken med föränderliga populationer samt 

konflikten att effektivt skatta både nivåer och förändringar med samma 

urvalsplan. 

Rapporten har behandlat dessa problem under följande förutsättningar: 

a Föränderlig population 

b Ändlig populationsstorlek 

c Två successiva tidpunkter 

d Inga ram-, mät- och bortfallsproblem förekommer. 

Strategier har angivits för att på effektivt sätt estimera nivåer och 

förändringar. Dessa strategier bygger på matchade urvalsförfaranden mellan 

tidpunkter och leder för nivåer till sammansatta estimatorer bestående 

av två OSU-estimatorer och en två-fas regressionsestimator. Förändrings­

skattningarna består av differanser eller kvoter av sådana estimatorer. 

Vid en jämförelse mellan två strategier med matchade respektive oberoende 

urval får man att stora variansreduktioner är möjliga med den matchade 

strategin trots att populationen är föränderlig. Speciellt gäller detta 

förändringsskattningarna. För nivåerna är variansreduktionen måttligare. 

Strategin med matchade urval ger också möjlighet att i efterhand för­

bättra tidigare skattningar. 
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Då man för samma urvalsplan önskar effektivt skatta förändringar och 

nivåer uppstår en konflikt och man måste då kompromissa angående stra­

tegin enligt de prioriteringar man har mellan de två skattningstyperna. 

Det är angivet i rapporten hur man kan förfara i denna situation. 

Prioriteringsproblem kan också uppstå mellan olika förändringsskattningar 

samt naturligtvis då man har flera undersökningsvariabler vid en given 

tidpunkt att ta hänsyn till (massvariabelproblemet). 

Pör användning av strategier med matchade urval krävs att man på för­

hand åtminstone har ungefärlig ännedom om t ex korrelationskoefficienter 

mellan undersökningsvariabler vid olika tidpunkter samt om in- och ut­

flöde av populationsobjekt över tiden. 

Sådan information ackumuleras vid successiva undersökningar och kan 

utnyttjas vid fastställandet av strategin. 

Det är en fördel om en viss reguljäritet finns angående den nämnda hjälp­

informationen. Man behöver då inte råka ut för att förutsättningarna för 

effektiv estimation snabbt förändras. 

Då det gäller att använda strategier med matchade urval i SCBs under­

sökningar måste stratifierad urvalsplan, fler än två successiva mättid-

punkter samt ram-, mät- och bortfallsproblem inkorporeras i strategin. 

Man kan även tänka sig att använda hjälpinformation från ramen i estima-

torerna samtidigt som man har en matchad urvalsplan. 

Sett i detta perspektiv är rapporten att uppfatta som ett första led 

i arbetet att konstruera praktiskt användbara strategier. 
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Syftet med att använda matchade strategier i SCBs löpande statistik-

grenar är att reducera kostnaderna med oförändrade precisionskrav, 

samtidigt som man beaktar alla avvägningar som måste göras mellan 

nivå- och förändringsskattningar samt mellan olika undersöknings­

variabler . 

Denna rapport finns även i en kortare engelsk version, se Forsman 

och Garås (1982) . 
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