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STATISTISKA CENTRALSYRÅN 

REGRESSIONSANALYS FÖR F D STATISTIKSTUDERANDE 

Detta är en kurs i regressionsanalys i första hand för hand

läggare vid Statistiska centralbyrån. Närmare bestämt förut

sätts kursdeltagaren ha läst statistik vid universitetet 

och lärt sig den statistiska inferensens grunder. Däremot 

behöver han/hon inte ha specialiserat sig på regressions

analys. 

Kursen betonar inte den formella statistiska inferensen 

inom regressionsanalysen. Kursen uppehåller sig i stället 

vid ett antal deskriptiva aspekter på regressionsanalysen. 

Sex kapitel av sju sysslar med regressionsanalysens modell

fria, deskriptiva egenskaper. Denna inriktning hos kursen 

motiveras av två övertygelser hos författaren. Den ena är 

att det oftast är i de deskriptiva aspekterna på valet av 

analysansats, som regressionsanalysens användare begår fel 

och behöver hjälp. Den andra övertygelsen är att traditionell 

framställning av regressionsanalysen överbetonar de matematiskt 

eleganta inferensaspekterna på bekostnad av de mindre 

fascinerande men i praktiken viktigare deskriptiva aspekterna. 

Det föreliggande kursmaterialet bör kompletteras med enkla 

räkneövningsuppgifter, som kan lösas utan dator. 
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1 REGRESSIONSKOEFFICIENTER VID ENKEL LINJÄR 

REGRESSION 

1.1 Anpassning av rät linje medelst minstakvadrat

metoden 

Betrakta ett vanligt rätvinkligt koordinatsystem i planet, 

med X på den vågräta axeln och Y på den lodräta. En rät 

linje i planet kan betecknas på (bland annat) följande sätt: 

Y = A + BX, 

där (A,B) är ett par av konstanter, som bestämmer linjens 

läge i planet. 

De båda konstanternas innebörd är följande. 

B = tångens för linjens lutningsvinkel, 

A = linjens höjd över X-axeln i den punkt där X=0 

Varje icke lodrätt linje i planet kan anges entydigt medelst 

konstantparet (A,B). 

Exempel 1.1. En rät linje går genom punkterna (X,Y)=(4,3) 

och (X,Y)=(12,5). Se figur 1.1! 

Tångens för lutningsvinkeln är (5_3)/(l2-4)=1/k. Där 

X=0 på linjen är Y=2. Linjen kan således tecknas 

Y = 2 + (1/MX. 
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Figur 1.1 

Betrakta n observationer (X.,Y.), i=1,...,n i två variabler 

X och Y. Varje observation representeras av en punkt (X.,Y.) 

i koordinatsystemet. 

Betrakta två eller flera räta linjer. Vilken linje stämmer 

bäst med observationerna? Rimligen den där summan av observa

tionernas avstånd från linjen är minst. Men hur ska man mäta 

avståndet från en punkt till en linje? I vanlig regressions

analys mäter man avståndet lodrätt, parallellt med Y-axeln. 

Betrakta linjen Y=A+BX och punkten (X.,Y.)- Den punkt på 

linjen, som ligger lodrätt över eller under (X.,Y.), betecknas 

Avståndet från punkten till linjen är 

som är positivt om punkten ligger ovanför linjen och negativt 

om den 1igger under. 

Tre mått på anpassning ska nu kort diskuteras. Det första 

är summan av avstånden 



5 

Detta mått har inget minimum, och det är 0 för flera olika 

1 i njer. 

Det andra måttet är summan av de absoluta avstånden 

Detta mått har ett minimum. Men det är matematiskt mindre 

lätthanterligt än det tredje måttet, som är summan av de 

kvadrerade avstånden 

Detta ar det mått, som användes inom regressionsanalysen. 

Exempel 1.2. Det finns tre punkter: 

Vilken av följande två linjer passar bäst? 
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Summan av avstånden är O för båda linjerna. Summan av 

de absoluta avstånden är k för båda linjerna. Summan 

av de kvadrerade avstånden är 6 för L. och 8 för L„• 

Se också figur 1.2! 

Figur 1.2 

Enligt både det första och det andra måttet är således 

L1 och L„ likvärdiga. Men enligt det tredje måttet stäm

mer L1 bättre med data än L„ gör. Kanske finns det någon 

annan linje som enligt det tredje måttet stämmer ännu 

bättre med data? 

Regressionsanalysen t i 1 lämpar minstakvadratprincipen, som 

säger att den linje är bäst, för vilken summan av de kvadrerade 

lodräta avstånden är minst. (Med "lodrät" menas då egentligen 

"i Y-riktningen".) 

Ur minstakvadratprincipen följer matematiskt att det talpar 

(A,B), som bestämmer den bästa linjen, kan lösas ut ur ett 

linjärt ekvationssystem, vars koefficienter är funktioner av 

data (X.,Y.), i=1,...,n. Ekvationssystemet kallas no£ma_l-

£KY-a.L'0_nerna • 
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Beteckn ingår. I fortsättningen betecknar X alltid medel 

värdet av observationernas X-värden, dvs 

Vidare används E utan index och gränser som kort beteck

ning för summan över i från 1 till n. 

Om räta linjen tecknas Y=A+BX, är normal ekvationerna 

Normalekvationernas lösning (A,B) kallas regressionskoeffi c i -

enter. 

Man kan visa att följande gäller. 

Exempel 1.3. Samma tre observationer som i exempel 1.2. 

X=8, Y=5. 

Minstakvadratl injen är Y = 3 + O A ) X . Se figur 1.2! 
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1.2 Två former för räta linjens ekvation 

En rät linje i planet kan betecknas på mer än ett sätt. Låt 

X vara en konstant, (i praktiken väljer man alltid X lika 

med medelvärdet av X-värdena hos n givna observationer 

(X.,Y.), men det som sägs i detta avsnitt 1.2 gäller för god

tyckligt X och förutsätter inte att det finns några data.) 

Gi vet X gäl ler: 

Varje icke lodrät linje i planet kan skrivas 

där konstantparet (C,D) entydigt bestämmer linjens läge i 

planet. De båda konstanternas innebörd är följande. 

D = tångens för linjens lutningsvinkel, 

C = linjens höjd över X-axeln i den punkt där X=X. 

Exempel 1.4. Den räta linjen i exempel 1.1 går genom 

punkterna (X,Y)=(4,3) och (X,Y)=(12,5). Tångens för 

lutningsvinkel är 1/k som i exempel 1.1. Välj X=8 

(= medelvärdet av de nämnda X-värdena). Där X-X på 

linjen är Y=A. Linjen kan således tecknas 

Se figur 1.3! 

Figur 1.3 
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Varje rät linje skriven på formen Y = A+BX kan för givet X 

skrivas om 

dvs på formen Y = C+D(X-X), där 

Omvänt kan varje rät linje Y = C+D(X-X) skrivas om 

dvs på formen Y = A+BX, där 

De båda skrivsätten är alltså likvärdiga och är omvändbart 

entydigt översättbara i varandra för varje valt värde på X. 

1.3 Normalekvationerna i avvikelseform 

Betrakta åter n observationer (X.,Y.), i=1,...,n med X-medel-

värde X. Minstakvadratmetoden letar upp den räta linje, som 

stämmer bäst med data i den meningen att summan av de kvadre-

rade Y-avvikelserna minimeras. Man kan matematiskt bevisa 

att lösningen är entydig: det finns en och endast en sådan 

linje. Den kallas £e£r£ss_io_nsJj_nj_e£ i regressionen av Y på X. 

Regressionslinjen kan skrivas Y = A+BX för ett entydigt 

konstantpar (A,B), som kan beräknas ur normalekvationerna 

i slutet av avsnitt 1.1 ovan. 

Regressionslinjen kan alternativt skrivas Y = C+D(X-X) för 

ett entydigt konstantpar (C,D). Man kan kalla detta att 

skriva regressionslinjen }_ ayv\k_e]seform_, eftersom variabeln 

X här uppträder bara som avvikelse från sitt medelvärde över 
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observationsmängden. Konstantparet (C,D) kan lösas ut ur 

ett motsvarande alternativt normalekvationssystem, som ser 

ut så här: 

Högerledet i andra norma 1ekvationen kan också skrivas l(X-X)Y. 

Detta nya normalekvationssystem kallas normalekvationerna 

i avvikelseform. Regressionskoefficienterna, som hör till 

det alternativa skrivsättet, är 

och 

där B ä r som i s l u t e t av a v s n i t t 1.1 o v a n . Man b r u k a r d ä r f ö r 

s k r i v a r e g r e s s i o n s e k v a t i o n e n i a v v i k e l s e f o r m 

där 

Regressionslinjens läge i planet givet X bestäms entydigt 

av koefficientparet (Y,B), som är två givna funktioner av 

data. 

1.4 Regressionsanalys som asymmetrisk utjämning 

Man talar ofta om regressionsanalysen som ett sätt att studera 

"sambandet mellan variablerna X och Y". Det är då viktigt att 

notera att regressionsanalysen inte behandlar de båda variab

lerna symmetriskt. Avståndet mellan punkt och linje mäts 

lodrätt, parallellt med Y-axeln, och därmed är symmetrin 

bruten. 
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Asymmetrin syns också på formeln för regressionskoefficien-

ten B. Om man låter X och Y byta roll och gör "likadant fast 

tvärtom", så får man inte samma räta 1inje. 

Den regressionslinje, som har härletts här, gäller "regres-

sionen av Y på X". Man kallar X den oberoende variabeln 

eller (hellre) förklaringsvariabeln. Man kallar Y den be

roende variabeln eller (hellre) den analyserade variabeln. 

Regressionsanalysens statistiska teori utgår från ungefär 

följande sätt att resonera. 

Till varje värde på variabeln X hör ett (i någon mening) 

"korrekt" värde på Y. Dessa Y-värden är en linjär funktion 

av X-värdena så att Y=A+BX för något konstantpar (A,B). 

Observationerna, som man har, avspeglar hur Y "beror på" X 

men är störda på så sätt att de observerade Y-värdena är 

behäftade med "fel". Däremot är de observerade X-värdena 

felfria. 

För att försöka fånga in den "korrekta" sambandsekvationen 

ersätter man de observerade Y-värdena med beräknade Y-värden 

som ligger på den räta linje, som minstakvadratmetoden be

stämmer givet de data man har. 

De beräknade Y-värdena uppvisar den regelbundenhet (det 

linjära samband med X), som de observerade Y-värdena "borde" 

uppvisa men inte gör. 

Framställningen här ovan av de teoretiska utgångspunkterna 

är avsiktligt vag. För att få en statistisk teori måste man 

precisera sig bättre. Man kan precisera sig olika mycket 

och bygga in olika starka model 1förutsättningår. Ju starkare 

matematiska antaganden man gör, desto mer omfattande mate

mat isk-stati st i ska slutsatser kan man dra. Men priset är en 

ökande risk att antagandena är i praktiken orealistiska. 
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Regressionskoeffieienters medelfel och signifikans är begrepp, 

som är meningsfulla endast om man gör ganska omfattande 

modellantaganden. Den här kursen handlar huvudsakligen om 

sådana egenskaper hos regressionsanalysen, som följer av 

minstakvadratprincipen och inte kräver några model låntaganden. 
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2 RESIDUALER OCH KVADRATSUMMOR VID ENKEL LINJÄR 

REGRESSION 

2.1 Uppdelning av observationsvektorn 

Betrakta ett givet observationsmaterial (X.,Y.), i=1,...,n och 

den medelst minstakvadratmetoden anpassade räta linjen för 

regressionen av Y på X. Linjen skrivs i avvikelseform 

Den går genom punkten (X,Y) och har lutningskoefficienten B. 

(Symbolen Y i ekvationens vänsterled ska inte uppfattas som 

"värdet av en observation vilken som helst" - dessa värden 

ligger ju inte på linjen. Symbolen står här för den mate

matiska variabeln Y i (X,Y)-koordinatsystemet och har inte 

med data att göra. Beteckningssättet är en aning förvirrande 

men är fast etablerad praxis.) 

De n observerade Y-värdena kan sammanfattas i en observa

tionsvektor 

Regressionslinjen bestämmer för varje observation ett riäjrme_-

värde 

och en £es_idua_l 
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Dessa kan sammanfattas i en närmevärdesvektor och en residual -

vektor 

Observationsvektorn är summan av närmevärdesvektorn och 

res idua]vektorn 

Regressionsanalysen bestämmer uppdelningen av observationerna 

i två delar så att delarna har följande tre egenskaper. Lägg 

märke till att egenskaperna inte gäller den enskilda observa

tionen utan hela vektorn. 

(1) Närmevardenas medelvärde är lika med de observerade Y-

värdenas medelvärde. 

(2) Residualernas medelvärde är noll. 

Dessa båda egenskaper följer direkt ur varandra. 

(3) Korrelationen mellan förklaringsvariabeln X och residualen 

E är noll. Korrelationskoefficientens täljare är 

sista ledet följer ur normalekvationen för B. 
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Dessa egenskaper hos närmevärden och r e s i d u a l e r f o l i e r mate -

matiskt ur minstakvadratmetoden. De beror inte på nåqra an-

taganden därutöver. Ömvändningen gäller också. Residualer 

som uppfyller (2) och (3) implicerar regressionskoefficienter 

som satisfierar minstakvadratmetodens normal ekvationer. 

Beteckn ingår. I fortsättningen betecknar A, B, Y och E 

endast regressionskoefficienter, närmevärden och residualer 

beräknade enligt minstakvadratmetoden, inte analoga 

kvantiteter för andra linjer än regressionslinjen. 

Exempel 2.1. Regressionen av Y på X beräknas för de 

sex observationerna i följande tabell. 

Regressionslinjen är Y = 4+i(X-10) som också kan skrivas 

Y = -1+iX. Minstakvadratmetodens tre egenskaper verifieras. 

Se också figur 2.1! 

Figur 2.1 
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2.2 Uppdelning av avvikelsekvadratsumman 

Regressionen av Y på X kan betraktas också på följande sätt. 

Först har man ett observationsmaterial Y., i=1,...,n. Varia

tionen mellan observationerna mäts av summan av de kvadrerade 

avvikelserna från medelvärdet 

där SST betyder "sum of s_quares, _total". 

Sedan inför man en förklaringsvariabel X och beräknar regres-

sionen av Y på X. Då får man närmevärden och residua ler. 

Variationen mellan närmevärdena Y. mäts av summan av de 
i 

k v a d r e r a d e a v v i k e l s e r n a f r å n m e d e l v ä r d e t 

där SSR s t å r f ö r "sum o f s q u a r e s , ^ e g r e s s i o n " . På svenska 

b r u k a r man k a l l a SSR den f ö r k l a r a d e kvadratsumman e l l e r 

r e g r e s s i onskvadra tsumman. 

Den e f t e r r e g r e s s i o n s a n a l y s e n å t e r s t å e n d e o f ö r k l a r a d e v a r i a 

t i o n e n mäts av r e s i d u a l e r n a s ( a v v i k e l s e - ) k v a d r a t s u m m a 

dä r boks taven E s y f t a r på b e t e c k n i n g e n E . . Denna kvadratsumma 

h e t e r _res i dual kva_dra_t_simiman . 

Ur m i n s t a k v a d r a t m e t o d e n f ö l j e r m a t e m a t i s k t a t t 

R e g r e s s i o n s a n a l y s e n d e l a r så ledes den t o t a l a Y - v a r i a t i o n e n 

i t v å d e l a r , den f ö r k l a r a d e kvadratsumman och r e s i d u a l k v a d r a t -

summan. 
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Exempel 2.2. De tre kvadratsummorna beräknas för data 

i exempel 2.1. 

Kvadratsummeuppdelningen SST = SSR + SSE verifieras. 

På ett mer abstrakt matematiskt språk kan kvadratsummeupp-

delningen karakteriseras som följer. Beskrivningen torde 

vara intuitivt tilltalande även för den som inte i grunden 

förstår den. 

Observationsvektorn Y delas först upp i en medelvärdesvektor 

H, vars element alla är lika med Y-medelvärdet Y, och en 

observationsvektor i avvikelseform y. 

Observationsvektorn i avvikelseform y delas av regressions

analysen upp i en närmevärdesvektor i avvikelseform y och 

residualvektorn E, som redan är i avvikelseform, och som 

vi därför här alternativt betecknar e. 

Närmevärdesvektorn i avvikelseform och residualvektorn är 

p g a minstakvadratmetoden inbördes ortogonala (och p g a 

definitionen av ett medelvärde ortogonala mot medelvärdes

vektorn). Pythagoras' sats är tillämplig. Den ger kvadrat-

summeuppdelningen SST = SSR + SSE. 
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2.3 Determinationskoefficienten 

Betrakta ett givet bivariat observationsmaterial och den 

medelst minstakvadratmetoden anpassade regressionslinjen 

Y på X. Denna linje är den som stämmer bäst med data. Hur 

bra stämmer den? Eller omvänt, hur bra stämmer data med en 

rät linje? Hur nära linjär är punktsvärmen? 

Regressionen delar den totala kvadratsumman i två delar, 

SST = SSR+SSE. Graden av anpassning till en rät linje mäts 

i regressionsanalysen av den andel av SST, som den förklarade 

kvadratsumman SSR utgör. Denna kvot kallas determinations-
2 

koefficienten och tecknas R . Man brukar skriva den som ett 

minus den andel av variationen, som residualkvadratsumman 

SSE utgör. 

Determinationskoefficienten ligger mellan 0 och 1 och kan 
2 

antaga båda dessa värden. R =1 om och endast om punkterna 

ligger exakt på en (icke lodrät) rät linje. 

Exempel 2.3- Samma data som i exempel 2.1 och 2.2. 

Jämför åter figur 2.1! 

2.4 Regressionsanalys som förklaring av skillnader 

Regressionsanalys används ofta för att förklara en variabel 

Y i termer av en annan variabel X. I vad mån och i vilken 

mening en variabel egentligen kan förklara en annan variabel 

är en svår fråga, som vi tillsvidare förbigår. Men givet att 

en sådan förklaring alls är möjlig och meningsfull, så är 

följande resonemang värt att beakta. 
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Regressionsanalysen förklarar inte nivån hos den analyserade 

variabeln Y. Regressionsekvationen 

säger om genomsnittsnivån hos närmevärdena Y bara att den är 

som den är därför att genomsnittsnivån hos observationerna 

Y är som den är. Detta är en förklaring av Y i termer av 

Y och föga upplysande. 

Regressionsanalysen förklarar däremot skillnaderna i Y-värde 

mellan ett godtyckligt par av observationer. Två observa

tioners närmevärden Y. och Y. skiljer siq med en kvantitet 
i l 

som är en för alla par gemensam faktor B gånger skillnaden 

i X-värden. Detta är en förklaring av skillnader i analys

variabeln Y i termer av skillnader i förklaringsvariabeln 

X och är inte trivialt. 

Regressionsanalysen är således en förklaring av s_k_NJ_nade_r 

mellan observationer. Det är följaktligen också en förklaring 

av variationen mellan observationerna. 

Observationerna antages vara störda så att de observerade 

värdena Y. avviker från den räta linje de egentligen skulle 

ligga på. Regressionsanalysen räknar approximativt bort 

störninqen och får kvar närmevärdena Y.. Variationen mellan 

dessa, den förklarade kvadratsumman SSR, är den del av total

variationen SST som kan tillskrivas förklaringsvariabeln. 

Relät ionen 

förklarar (den utjämnade) variationen hos analysvariabeln 

Y i termer av variationen hos förklaringsvariabeln X. För-
2 

klaringsvärdet är andelen R av hela variationen hos analys

variabeln Y. 
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2.X Bev is ( ö v e r k u r s ) 

Bevis att normalekvationernas iösninq minimerar avvikelse-

kvadratsumman 

Residualen är E = Y-Y-B(X-X). 

Avvikelsen från en godtycklig annan rät linje kan tecknas 

Avvi kelsekvadratsumman är 

De tre dubbel produkterna är 0 p g a (2) och (3) i avsnitt 

2.1 och definitionen av en avvikelse från ett medelvärde. 

Vi ser att 

med l i k h e t om och endas t om AY = AB = 0 . 

( F a l l e t l ( X - X ) = 0 ä r e t t u r a r t n i n g s f a 1 1 , då r e g r e s s i o n s 

a n a l y s e n i n t e f u n g e r a r n o r m a l t . A l l a X -vä rden ä r i d e t t a 

f a l l l i k a . ) 
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3 FÖRUTSÄTTNINGSNIVÅER OCH TOLKNINGSNIVÅER 

3.1 Tre förutsättningsnivåer vid regressionsanalys 

En i sak meningsfull regressionsanalys består inte av data, 

beräkningsförfaranden och beräkningsresultat. Där måste också 

ingå förutsättningar, som handlar om datas innebörd. Utan sådana 

förutsättningar är beräkningsresultaten inte tolkbara, och hela 

analysen utartar till ren formel- och sifferexercis utan sak

innehål 1 . 

Man kan särskilja tre olika nivåer av förutsättningar för 

regressionsanalys. Den första nivån innehåller ett absolut 

minimum av förutsättningar och medger ett absolut minimum av 

tolkning av analysens resultat. Den andra nivån lägger till fler 

förutsättningar och medger mer innehållsrik resultattolkning. 

Den tredje nivån innehåller ännu mer förutsättningar och tolk-

ni ngsmöj 1igheter. 

Den första förutsättningsnivån kan kal las rnminii_fö_ru_ts£tjt_nj_n£-

järna. Den andra förutsättningsnivån består därutöver av _s.tatj_s-

jt i_ska _fö_ru_ts£tjt̂ nj_n£a_r, som uttrycks i termer av matematik och 

sannolikhetslära. Den tredje förutsättningsnivån lägger till 

j<a£S£l_föjru_ts£t_tn_i_n£a_r (dvs förutsättningar om orsak och verkan) 

eller eventuellt andra _saji!£gj_s.ka förutsättningar. Dessa ut

trycks i termer hämtade från en teori om de fenomen, som studeras 

med hjälp av de data som analyseras. 

Man kan tänka sig en analys av data som utesluter de statistiska 

förutsättningarna, men i så fall inte en regressionsanalys. Den 

andra förutsättningsnivån innehåller nämligen de förutsättningar, 

som är specifika för regressionsanalysen. 
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Exempel 3.1. Följande data föreligger. 

Observationerna är tio utlottade barn i en förstaklass i 

Z-skolan. Variabeln X uppges mäta veckopengen och variabeln 

Y utgifterna för godis, i båda fallen för vecka V år Å. 

(1) Minimi förutsättningarna. Data är korrekta. Alla som har 

sysslat med statistisk datainsamling vet att detta inte är 

självklart. 

(2) Statistiska förutsättningar. Värdet Y. kan betraktas som 

utfallet av en slumpvariabel, vars väntevärde är en linjär 

funktion av värdet X., och alla tio barnen följer en och 

samma linjära funktion. 

(3) Kausalförutsättningar. Det finns ett orsakssamband mel

lan variablerna. Veckopengens belopp är orsaken och godis

utgifterna är verkan. Om X ändras, så ändras (väntevärdet 

för) Y enligt den gemensamma räta linjen. 

(1) Minimiförutsättningarna säger att data är vad det utges för 

att vara. Mätfel förekommer inte, utom om de kan räknas in under 

de slumpfel, som nästa förutsättningsnivå till stor del handlar 

om. 

(2) De statistiska förutsättningarna är av teknisk natur. Vi 

återkommer till dem. 

(3) De kausala förutsättningarna säger att varje observation 

återspeglar ett för alla observationerna gemensamt orsakssamband, 

där förklaringsvariabeln X är eller mäter orsaken och analys

variabeln Y är eller mäter verkan. Det behöver inte vara så att 
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utredaren själv kan välja eller ens påverka X. Men hur än X 

bestäms, så påverkar X i sin tur Y, och det är denna påverkan, 

som regressionsanalysen formulerar, uppskattar och tolkar. 

Regressionsanalysens statistiska förutsättningar har utvecklats 

av forskare som har använt regressionsanalys inom så olika 

forskningsområden som astronomi (mätfelsteori) och växtföräd

ling. De är mest naturliga i situationer där man kan experimen

tera med X för att aktivt studera hur Y påverkas. Men de används 

också mer allmänt. 

De statistiska förutsättningarna kan vara mer eller mindre om

fattande. Ett minimum är följande. 

För varje observation "i" gäller att Y. är utfallet av en slump

variabel, som också brukar betecknas Y. (en förvirrande men väl 

etablerad praxis). Alla andra kvantiteter är eller kan betraktas 

som icke-stokasti ska konstanter. Slumpvariabeln Y, har ett vänte

värde, och för alla "i" gäller den J.tĵ tj_sjH_ska_ modeJJen 

vars £a_ranietra_r (a, g) är givna okända konstanter som är gemen

samma för samtliga observationer "i". 

Vidare gäller att varje Y. har ändlig varians. Slutligen gäller 

att den mot observationsvektorn Y svarande vektorn av slump

variabler 

har en n-dimensionel1 sannolikhetsfördelning utan matematiska 

konstigheter. 
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Ur dessa minimala statistiska förutsättningar följer att regres-

s ionskoefficienterna 

är ett par av slumpvariabler, vars väntevärden är 

Koefficientparet (A,B) - eller (Y,B) - har en bivariat sanno

likhetsfördelning. Ju mer man förutsätter om fördelningen för 

Y, desto mer följer om deras fördelning. 

Det är brukligt att göra sådana statistiska antaganden utöver 

de minimala att man ur data kan uppskatta variansen för var och 

en av regressionskoefficienterna. Man kan då för det första 

uppskatta parametern 3 medelst punktestimatorn 

och för det andra också uppskatta denna skattnings osäkerhet 

medelst en annan estimator, låt säga 

som kan beräknas ur data. 

En mycket viktig fråga är om de förutsättningar, som man gör, 

gäller enbart för de observationer "i", som man har, eller mer 

generellt. I det senare fallet, hur generellt? Vi uppskjuter 

diskussionen av denna i praktiken helt avgörande fråga till 

avsnitt k.k. 

3.2 Tre motsvarande tolkningsnivåer 

Statistiska data och beräknade kvantiteter talar inte för sig 

själva. De måste tolkas. Hur innehållsrikt de kan tolkas beror 

på hur starka förutsättningar man vågar göra. Enbart data ger 
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inga tolkningar, men data plus förutsättningar utgör tillsammans 

tillräckligt logisk grund för tolkning. Tolkningens riktighet 

står och faller med förutsättningarnas riktighet. 

Mot var och en av de tre förutsättningsnivåerna i föregående 

avsnitt svarar en tolkningsnivå, som anger hur innehållsrika 

tolkningar man har (givit sig) skäl att göra. De tre tolknings

nivåerna kan kallas den ile£k_rj£tj_va_, den £t£tj_sjtjjj_ka_ och den 

j<a£sa_la_ el ler saklogiska. 

(1) Minimiförutsättningarna medger deskriptiv tolkning. Regres

sionslinjen och determinationskoefficienten beskriver det givna 

observationsmaterialet; arten och graden av samband hos de givna 

data. Man har inte fog för några tolkningar som går utöver de 

givna data, varken till andra data eller till några "varför". 

Den deskriptiva tolkningsnivån kan förefalla torftig. Men den är 

ändå inte alltid ointressant. Den här kursen handlar till mycket 

stor del om tolkningar på denna blygsamma nivå. 

(2) Statistiska förutsättningar motiverar statistiska tolkningar. 

De beräknade regressionskoefficienterna är estimat av motsvarande 

parametrar i modellen. Estimatens osäkerhet kan (oftast) också 

beräknas, så att estimaten kan kompletteras med medelfel. Om de 

statistiska förutsättningarna är tillräckligt omfattande, finns 

det också grund för sådana statistiska förfaranden som interval 1-

estimation och hypotesprövning. Man kan till exempel ange ett 

konfidensinterval1 för parametern g eller testa hypotesen att 

B = 0. Sådan hypotesprövning kallas ibland signifikanstestning; 

skiljer sig det beräknade B signifikant från noll? 

(3) Kausalförutsättningar motiverar kausa1tolkning, orsakstolk

ning. För det mesta gör man samtidigt både statistiska och 

kausala förutsättningar. De statistiska förutsättningarna är av 

formell natur. De handlar om en modell, som man väljer att an

sätta. Men de kausala förutsättningarna handlar om verkligheten 

själv. De användes för att underbygga en slutsats, som också 

gäller verkligheten själv. 



26 

Antag att regressionslinjen vid regression av Y på X blir 

och att koefficienten B = 0,3 ar signifikant skild från noll. 

En omfattande orsakstolkning skulle då vara följande. 

(a) Det finns ett linjärt orsakssamband mellan X och Y, vilket 

svarar för 92 % av variationen i Y i detta material. 

(b) Förklaringsvariabeln X påverkar Y så att en enhets ändring 

av X förorsakar att Y ändras med 0,3 enheter. 

Det är mycket viktigt att komma ihåg att orsakstolkningarna på 

den tredje tolkningsnivån inte följer matemat iskt-logiskt ur 

e_n_ba_rt de matemat i sk-stat ist i ska förutsättningarna på den andra 

tolkningsnivån. 

Exempel 3-2. Samma data som i exempel 3-1 

Regressionsekvationen och determinationskoefficienten be

räknas. Se figur 3-11 

Data och regressionslinjen ritas på millimeterpapper. 

Se figur 3-2! 
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Figur 3.1. 
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Figur 3.2 

Data och regressionslinje till exempel 3-1~3-2. 

(1) Deskriptiv tolkning. 

Regressionslinjen är 

Determinationskoefficienten är 0,13. 

Närmevärden och residualer är som anges i figurerna 3.1 

och 3.2. 

Kommentar: d å l i g anpassning. 

(2) S t a t i s t i s k t o l k n i n g . 

Modellekvat ionen 

E(Y) = a + gX 

uppskattas till Y = 0,483 + 0.263X. Slumpvariationen kring 

linjen är betydande. 
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(Man kan testa hypotesen H:3 = 0. Det visar sig att 

regressionskoefficienten B inte är signifikant skild från 

noll.) 

(3) Orsakstolkning. 

I: Utan signifikansprövning. 

Veckopengen X påverkar godisinköpen Y. En ökning av X med 

1 krona medför en genomsnittlig ökning av Y med drygt 26 öre. 

II: Med signifikansprövning. 

Orsakssamband kan inte påvisas råda mellan veckopeng och 

god i si nköp. 

De tre tolkningarna är innehållsligt mycket olika. Som exempel 

3.2 visar är dessutom varken den statistiska tolkningen eller 

orsakstolkningen nödvändigtvis entydig. Tolkningen beror, för

utom på tolkningsnivån, på vilka frågor man väljer att ta upp. 

Varje tolkningsnivå medger vissa frågor, som kan ställas till 

data. Man behöver inte ställa alla frågorna. Utan frågor är 

data stumma. De talar inte för sig själva. 

3.3 Tre grader av statistiska förutsättningar 

Det finns statistiska standardförutsättningar för linjär 

regressionsanalys. Dessa kan delas upp i tre delar, som här 

kommer att kallas "grader". De minimala statistiska förutsätt

ningarna i avsnitt 3-1 ovan omfattar första graden plus 1 i te-

grann från andra graden. 

(1) Första graden av de statistiska standardförutsättningarna 

hand 1 a r om v̂äji t£vä_rdejj.-

För varje observation "i" gäller att analysvariabeln Y. är en 

slumpvariabel vars väntevärde är en linjär funktion av för

klaringsvariabeln X., 
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Parametrarna (a, g) är gemensamma för samtliga observationer. 

Man brukar skriva förstagradsförutsättningarna i termer av en 

slumpvariabel e. som är skillnaden mellan faktiskt och förväntat 

värde på slumpvariabeln Y.. Förstagradsförutsättningarna lyder 

då: 

Vi använder i fortsättningen detta skrivsätt. 

(2) Andra graden av de statistiska standardförutsättningarna 

handlar om varianser och kovarianser. 

För varje observationer "i" gäller att variansen för analys

variabeln Y.:s avvikelse från det av X. bestämda väntevärdet 
' 2 ' 

är en (okänd) konstant a . 

För varje par av två observationer "i" och " j " gäller att 

kovariansen mellan Y.:s och Y.:s avvikelser från väntevärdena 
' J 

är noll. 

Första och andra graden av standardförutsättningarna medger 

statistiska slutsatser om väntevärden, varianser och kovarians 

för regressionskoefficienterna (A,B) - eller (Y,B). 

(3) Tredje graden av de statistiska standardförutsättningarna 

handlar om Ji.Ö£d ej £n_n_g ar. 
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Vektorn av slumpvariabler 

är multivariat normal fördelad med den väntevärdesvektor och 

den kovariansmatris, som första och andra graden anger. 

Första, andra och tredje graden tillsammans medger statistisk 

inferens sådan som interval lestimation och hypotesprövning 

gällande den ansatta statistiska modellens tre parametrar 

(a, 3, a 2 ) . 

3.4 Utskrift från standardprogrammet SAS 

Räknearbete vid regressionsanalys överlåtes nuförtiden oftast 

på en dator. Det finns många standardprogram för regressions

analys. Den här kursen ger viss vägledning i konsten att läsa 

utskriften från ett sådant program. Den försöker däremot inte 

lära ut hur man gör då man kör. 

Standardprogrammet ingår i standardprogrampaketet SAS (Statis

tical Analysis System), som finns vid SCBs datamaskincentral. 

Programmet heter GLM (General Linear Models) och är mycket 

f 1 ex i be 11. 

Standardprogrammet SAS-GLM tillämpas på samma data som i exempel 

3.1. Resultatet blir detsamma som i exempel 3.2 men med fler 

decimaler. Figur 3-3 återger de inlästa data. 

Figur 3-^ är resultatutskriften. Vissa delar av denna kräver för 

sin förklaring mer än som hittills anförts i den här kursen. 

Figur 3-5 är resultatutskriften kompletterad med sex "ramar". 
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Ram 1 innehåller analysvariabelns kvadra t summas uppdelning i 

en "förklarad" (mode!) och en residual- (error) kvadratsumma. 

Ram 2 innehåller detenu j'na t ionskoef f i c i en t en .. 

Ram 3 innehåller regressionskoefficienterna. 

Ram k innehåller regressionskoefficienternas estimerade medelfel 

givet statistiska förutsättningar av vad som här har kallats 

första och andra graden. 

Ram 5 innehåller t-värden för test av hypotesen att a respektive 

3 3r noll. Dessa test kräver statistiska förutsättningar av 

första, andra och tredje graden. 

Ram 6 innehåller observationsvärden, närmevärden (predicted) 

och residualer. 
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F

igur 
3.3 
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Figur 
3.4. 
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Figur 

3.5. 
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4 ENKEL ICKE-LINJÄR REGRESSIONSANALYS 

4.1 Direkt anpassning enligt minstakvadratprincipen 

Regressionsanalys användes för att studera sambandet Y = f(X) 

mellan två variabler Y och X. Med minstakvadratmetodens 

hjälp kan man uppskatta detta samband om det är linjärt. 

Om det inte är linjärt, går minstakvadratmetoden inte att 

använda utan en del extra om och men. Man kan gå tillväga 

på två oli ka sätt. 

Antingen tillämpar man minstakvadratprinci pen direkt på det 

icke-1injära sambandet. Man minimerar avvikelsekvadratsumman 

Då funktionen Y=f(X) inte är linjär, leder denna ansats inte 

till någon enkel matematisk lösning. Den kan likväl tillämpas 

med datorns hjälp. Den kan kallas d_i_r_ek_t_ar̂ pa_ss_nj_n£ enligt 

minstakvadratprinc i pen. 

Eller också finner man på en transformation av funktionen 

Y=f(X), som leder till att någon funktion U=h(Y) av analys

variabeln är en linjär funktion 

av någon funktion Z=g(X) av förklaringsvariabeln. Man till-

lämpar minstakvadratmetoden på det linjära sambandet mellan 

U och Z. Sedan översätter man resultatet tillbaka till i 

termer av det ursprungliga icke-1injära sambandet mellan 

Y och X. Detta kan kallas indirekt anpassning medelst minsta

kvadratmetoden ef_te_r Jj£ea_rj_S£r£nd_e_t£a£s£o£m£tjjDn_. 

Indirekt anpassning är inte alltid möjlig, eftersom det inte 

alltid finns någon 1ineariserande transformation. 
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Exempel 4.1 . Man önskar anpassa en kurva av formen 

till n observationer (X.,Y.), i=1,...n. 

Direkt anpassning innebär att man minimerar avvikelse-

kvadratsumman 

med avseende på konstanterna A och B. 

Indirekt anpassning innebär att man först transformerar 

den ansatta funktionen till den matematiskt likvärdiga 

som också kan skrivas 

där U=1/log Y ("log" är e-logaritmen), Z=X, C=1/A och 

D=-B/A. Sedan beräknar man den linjära regressionen av 

U på Z. Till sist översätter man regressionskoefficienter-

na C och D tillbaka till A=1/C och B=-D/C. 

Återstoden av detta avsnitt ('•.i) ska handla om direkt an-

passn ing. 

Direkt anpassning enligt minstakvadratprincipen måste i all

mänhet ske med hjälp av beräkning på dator. Man måste ha 

tillgång till ett datorprogram för icke-linjär regressions

analys. Sådana program letar sig fram till ett minimum för 

avvikelsekvadratsumman iterativt. Man måste hjälpa programmet 

på traven genom att ange lämpliga startvärden på de okända 
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konstanterna (A,B). Programmet letar sig sedan fram steg 

för steg till punkter i (A,B)-planet, som är allt bättre i 

den meningen att de gör avvikelsekvadratsumman allt mindre. 

Programmet stoppar då det inte kan hitta en bättre punkt 

(A,B). 

Iterativa beräkningsmetoder har två ofrånkomliga svagheter. 

För det första är de beroende av startvärden och av de in

programmerade reglerna för hur man väljer ny punkt. För det 

andra är de beroende av ett inprogrammerat kriterium för 

när det stegvisa letandet ska avbrytas och en lösning presen

teras. Den första svagheten innebär att beräkningen kan råka 

vilse och aldrig hitta avvikelsekvadratsummans minimum. 

Den andra svagheten innebär att beräkningarna kan_ pågå onödigt 

länge eller brytas för tidigt. 

Det finns standardprogram för icke-1injär regression. Sådana 

program är givetvis omsorgsfullt uttestade. Men icke-1injär 

regressionsanalys är - till skillnad från linjär regressions

analys - inte en rutinberäkning vars egenskaper är full

ständigt kartlagda. 

Exempel 4.2. Följande sju observationer föreligger. 

Man önskar anpassa en funktion av formen 
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Standardprogrammet NLIN i standardprogrampaketet SAS 

tillämpas. (Startvärden hämtas från den indirekta an

passningen i exempel k.3 nedan.) Resultatet är 

med res i dual kvadratsumma 6,7027. Närmevärden och residualer 

listas i figur k.]. De återges grafiskt i figur 4.2. 

Figur k. 1 

Resul tat av d i r e k t anpassning. 

Figur k.2 
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Närmevärden och residualer efter direktanpassning har i all

mänhet inte de egenskaper, som omtalades i avsnitt 2.1 ovan. 

Residualer varken summerar sig till noll eller är okorrele

rade med förklaringsvariabeln, om den direktanpassade funk

tionen är icke-linjär. 

4.2 Indirekt anpassning efter lineariserande trans-

formation 

Betrakta en icke-linjär funktion 

och n bivariata observationer (X.Y.), i=1,...,n. 

Antag att det finns en 1ineariserande transformation. Till-

lämpa den! Resultatet är att nya analys- och förklarings

variabler definieras: 

- Det är också tillåtet att låta den nya analysvariabeln 

vara en funktion U=h(Y,X) även av förklaringsvariabeln. 

Att transformationen är 1ineariserande innebär att den över

sätter den givna icke-linjära funktionen Y=f(X) till den 

1injära funkt ionen 

Data (X.,Yj) satisfierar inte Y=f(X) exakt. Följaktligen 

satisfierar inte heller data (Z.,U.) funktionen U=C+DZ exakt. 

Beräkna den linjära regressionen av U på Z. Resultatet är 

närmevärden och residualer 
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som har de egenskaper, som närmevärden och residualer i 

linjär regression alltid har p g a minstakvadratmetoden. 

Residualen V summerar sig till noll och är okorrelerad med 

förklaringsvariabeln Z. 

Återtransformationen till i termer av X och Y sker som följer. 

Transformationen U=h(Y) har en invers Y=h (U). - Alternativt: 

U=h(Y,X) har en invers Y=h (U,X). - Den inversa transforma-

tionen tillämpas på närmevärdena. Man definierar därigenom 

närmevärden för den ursprungliga analysvariabeln. 

Residualen i ursprunglig skala definieras helt enkelt som 

di fferensen 

Det finns i allmänhet ingen enkel direkt transformation av 

residualen V till residualen E, utan översättningen från 

(U,Z) tillbaka till (Y,X) gäller närmevärdena. 

Närmevärdena Y och residualerna E efter indirekt anpassning 

och återtransformation har i allmänhet inte de egenskaper, 

som omtalades i avsnitt 2.1 ovan. Residualen varken summerar 

sig till noll eller är okorrelerad med förklaringsvariabeln. 

Exempe1 4.3. Samma data som i exempel 4.2. Samma funk-
B B 

tion Y=AX . Logaritmering transformerar Y=AX till det 
1injära sambandet 
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Vi beräknar den l i n j ä r a regressionen av U på Z. Beräk

ningarna redovisas i f i g u r 4 .3 - (Vanl iga 10- logar i tmer 
r 

har använts.) Resultatet är (där A = 10 = 1,128) 

med residualkvadratsumma (approximativt) 6,7731-

Närmevärden och residualer återges approximativt av 

figur 4.2 ovan. 

Närmevärdena vid indirekt anpassning blir i allmänhet inte 

lika med närmevärdena vid direkt anpassning. I exempel 4.2 

och 4.3 är de emellertid så nära lika att skillnaden är 

svår att tydligt återge grafiskt. 

Indirekt anpassning kan beräknas med hjälp av standardpro

gram för linjär regression, om dessa innehåller tillräckliga 

faciliteter för transformation av data före och helst även 

efter regressionsberäkningarna. Figur 4.4 återger resultatet 

av att låta standardprogrampaketet SAS utföra samma beräk

ningar som i figur 4.3. (Här har e-logaritmer använts.) 
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Figur 
4.3. 
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Figur 4.4 

Indirekt anpassning medelst SAS. 

4.3 Determinationskoefficientens definition 

Hur väl stämmer data med en viss icke-linjär kurva? Vilken 

av två kurvor stämmer data bäst överens med? Sådana frågor 
2 

kan besvaras med hjälp av determinationskoeffic1enten R . 

Denna koefficient är definierad även vid icke-linjär regres

sion; åtminstone finns det en väl etablerad praxis. 

2 

Vid linjär regression kan R definieras pa flera olika lik

värdiga sätt. Vid icke-linjär regression håller man sig till 

en av definitionerna, nämligen 

Om residualen E inte har medelvärdet noll, menas här med 

2 
ZE kvadratsumman av residualerna sådana de är, inte avvikelse-
kvadratsumman. 

Determinationskoefficientens definition i det icke-linjära 

fallet kan "motiveras" så har: Man jämför variationen kring 

den anpassade kurvan med den totala Y-variationen. Ett minus 

kvoten är den andel av Y-variationen, som "förklaras" av 

sambandet med X. 
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Vid indirekt anpassning kan man beräkna två olika determina-

tionskoefficienter. Den ena säger hur stor andel av varia

tionen i den transformerade analysvariabeln U som "förklaras" 

av det linjära sambandet med den transformerade förklarings-
2 

variabeln Z, låt säga R (U;Z). Detta är en alldeles vanlig 

determinationskoefficient vid linjär regression. Men den 

handlar inte om variationen hos analysvariabeln i dess ur

sprungliga skala, och är därför av begränsat intresse. 

Den andra determinationskoefficienten vid indirekt anpass

ning säger hur stor del av variationen i den ursprungliga 

analysvariabeln Y, som "förklaras" av det icke-linjära 
2 

sambandet med förklaringsvariabeln X, låt säga R. ,(Y;X). 
3 3 ind 

Detta är den relevanta determinationskoefficienten. Den är 

direkt jämförbar med determinationskoefficienten vid direkt 
2 

anpassning, låt säga R,. (Y;X). 

Eftersom den direkta anpassningen minimerar residualkvadrat-

summan, så gäller alltid olikheten 

Man kan däremot inte vara säker på att R,. (Y;X) ska vara 
r dir 

större än determinationskoefficienten för den linjära re-
2 

gressionen av Y på X, låt säga R. . (Y;X). Huruvida den är 
det beror på hur väl man har valt icke-linjär funktionstyp. 

Exempel k.k. Samma data som i exempel 4.2 och k.3. 

Samma kurva Y=AX . Variationen hos analysvariabeln Y 

är SST = 16,8571. 
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Att, slutligen, som ofta händer, 

innebär inte att den valda icke-1injära kurvtypen stämmer 

bättre med data än en rät linje gör. De båda determinations-

koefficienter, som har jämförs, handlar om så olika saker 

att jämförelsen är meningslös. 

4.4 Något om extrapolering 

Antag att man har anpassat en kurva av en viss typ - till 

exempel en rät linje - till ett givet bivariat observations

material (X.,Y.), i=1,...,n. Antag att man drar ut den an

passade kurvan till punkten X„, där Xn är större än det 

största observerade X.-värdet eller mindre än det minsta 
i 

observerade X.-värdet. Man avläser det mot X„ svarande Y-
i 0 

värdet YQ på kurvan och säger: Om X vore XQ, så skulle Y 

i genomsnitt vara ungefär YQ. Detta kallas att extrapolera. 

Hur tillförlitligt är det att göra så? 

Exempel k.5. Samma data som i exempel k.2 och k.3. Vi 

väljer Xn=64 och de två alternativa kurvtyperna 

Den linjära funktionen anpassas medelst minstakvadrat

metoden , viIket ger 

Potensfunktionen medelst direktanpassning är 
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Extrapolation till Xo=64 ger 

Resultatet beror på kurvtypen. 

Extrapolering är ett riskabelt förehavande. Två kurvtyper, som 

det givna materialet stämmer ungefär lika bra med, och som 

ser nästan lika ut inom det observerade X-interval let, 

kan ge avsevärt olika resultat vid extrapolering. Den an

passade funktionen fortsätter sin matematiska bestämda väg 

även utanför det område där vi har data. Vi vet inte utan 

vidare att nya data skulle följa samma väg. 

Hur mycket hjälper det att tillföra formella förutsättningar? 

Betrakta åter de tre förutsättnings- och tolkningsnivåerna 

från kapitel 3! 

På den d.e£k_rjjP_tjLva. förutsättningsnivån är det ointressant att 

extrapolera. Andra data än de, som man har anpassat kurva 

till, ingår överhuvudtaget inte i den rent deskriptiva före

ställningsvärlden. Man kan i och för sig extrapolera hur 

långt man vill, men detta säger ingenting om några som helst 

nya - eller gamla - data. 

På den J.ta_t_i_s£î ka_ förutsättningsnivån kan man föra matematisk

statistiska resonemang om extrapoleringen. Ungefär följande 

resonemang är brukligt. 

Antag att för varje observation väntevärdet för Y är en och 

samma funktion E(Y)=f(X) av X-värdet. Antag att detta gäller 

oavsett om observationen är nu given och observerad, nu given 

men inte observerad, eller icke nu given men möjlig i fram

tiden eller på annan plats. Vi kan då tolka den extrapolerade 

anpassade kurvan som statistisk skattning av den sanna funk

tionen E(Y)=f(X). Detta förutsatt att vi har valt rätt kurv-

typ f(.) att anpassa. 
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Två frågor inställer sig här. (1) Hur kan man veta vilken 

kurvtyp som är rätt? (2) Hur kan man veta för vilka observa

tioner samma samband gäller? Ingen av dessa båda frågor kan 

slutgiltigt besvaras på den statistiska förutsättningsnivån, 

men man kan söka partiella och betingade svar med hjälp av 
statistisk testning. 

På den jcaiisala_ förutsättningsnivån har man bättre möjligheter 

att uttala sig i de båda just ställda frågorna. Men svaren 

måste då ha sin grund inte i data utan i information utöver 

data. 

Ännu några ord bör sägas om extrapolering med enbart statistiska 

förutsättningar och statistisk tolkning. Vid extrapolering 

antar man att en given statistisk modell gäller för vissa 

ännu ej iakttagna observationer. Redan vid anpassningen 

(estimationen) av den givna kurvtypen antar man ju precis 

detsamma om samtliga föreliggande observationer. Detta grund

läggande antagande kan vara lika felaktigt som det, som ligger 

till grund för själva extrapoleringen. Hur god grund man har 

för sitt antagande beror på utomstati st i ska faktorer; hur 

god saklogisk information har vi? 

Statistisk metod är inte ett sätt att skapa information ur 

tomma intet. Statistisk metod är ett sätt att bringa reda i 

och dra slutsatser ur given information. Osäkerhet om in

formationens giltighet elimineras inte. 
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5 LINJÄR REGRESSION MED TVÅ FÖRKLARINGSVARIABLER 

5.1 Tre former för planets ekvation 

Betrakta ett rätvinkligt koordinatsystem i tre dimensioner 

(Y,X,Z), där Y mäts lodrätt medan X och Z mäts i två inbördes 

vinkel räta vågräta riktningar. Ett plan i det tredimensionella 

rummet kan tecknas (bland annat) så här: 

där (A,B,C) är tre konstanter som bestämmer planets läge 

i rummet. 

De tre konstanternas innebörd är följande. 

A = planets höjd över (X,Z)-planet (vars ekvation 

är Y=0) i punkten (X,Z)=(0,0). 

B = tångens för planets lutningsvinkel i X-

riktningen, dvs längs skärningen med planet 

Z=0. 

C = tångens för planets lutningsvinkel i Z-

riktningen, dvs längs skärningen med planet 

X=0. 

Varje icke lodrätt plan i rummet bestämmer entydigt och 

bestäms entydigt av de tre konstanterna (A,B,C). 

Ett plan kan beskrivas på flera sätt. Låt X och Z vara två 

konstanter, (l praktiken väljer man X och Z lika med medel

värdena av X- respektive Z-värdena hos n givna observationer 

(Y.,X.,Z.), men det som sägs här i avsnitt 5-1 förutsätter 

inte detta.) 
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Givet (X,Z) gäller att varje icke lodrätt plan kan skrivas 

varvid taltrippeln (D,F,G) entydigt bestämmer och bestäms 

av planet. Konstanternas innebörd är följande. 

D = planets höjd över (X,Z)-planet i punkten 

(X,Z)=(X,Z). 

F = samma som B ovan. 

G = samma som C ovan. 

Denna andra form för planets ekvation skiljer sig från den 

första endast i fråga om var man mäter planets höjd över 

bottenplanet Y=0. 

Det finns en tredje form för planets ekvation. Låt (X,Z,T) 

vara tre godtyckliga konstanter. (Vi återkommer till praxis 

för hur dessa väljes.) Givet de tre konstanterna (X,Z,T) kan 

varje icke lodrätt plan skrivas 

varvid de tre konstanterna (M,P,Q) entydigt bestämmer planet 

och omvänt. 

Den tredje varianten innebär, kan man säga, att koordinat

systemet ((X-X),(Z-Z)) i bottenplanet byts mot koordinat

systemet (X-X),(Z-Z)-T(X-X)]. Det förra koordinatsystemet 

är ett rätvinkligt rutnät, det senare ett snedvinkligt, 

vilket utgores av linjer där X-X=const respektive Z-Z-T(X-X)= 

const. Varje punkt i bottenplanet bestäms omvändbart en

tydigt av värdena på de båda koordinaterna i det ena systemet, 

och likadant av det andra systemets koordinater. Se figur 5.1! 
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Figur 5.1 

Två alternativa koordinatsystem 

I praktiken väljer man alltid (X,Z,T) som funktioner av n 

givna observationer (Y..X..Z.). Man väljer X och Z lika med 

X- respektive Z-medelvärdena. Man väljer T lika med regres-

sionskoefficienten i regressionen av den andra förklarings

variabeln Z på den första X, så att 

är residualen i den regressionen. Dessa val av (X,Z,T) har 

fördelar då man ska utreda de deskriptiva egenskaperna hos 

regression med två förklaringsvariabler. 

Samtliga tre sätt att skriva ett plan anger för varje punkt 

(X,Z) hur högt lodrätt över den planet befinner sig. Skill

naderna mellan varianterna gäller hur punkten i bottenplanet 

beskrivs. Det lodräta Y-avståndet beskrivs i samtliga tre 

fall lika. 
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Exempel 5.1. Sätt X=5, Z=3 och D=(l/2). Ett och samma 

plan kan betecknas på följande sätt: 

Sätt (X,Z)=(6,9/2). Enligt alla tre skrivsätten blir 

Y=16. 

5.2 Normalekvationerna i avvikelseform och residual-

form 

Låt ett antal observationer (X.,Z.,Y.), i=l,...,n vara givna. 

Minstakvadratprincipen säger att det plan passar bäst, för 

vilket summan av de kvadrerade avvikelserna i Y-riktningen 

från punkt till plan är minst. 

De tre konstanter, som entydigt bestämmer det bästa planet, 

kan lösas ut ur ett system av tre linjära ekvationer, normal-

ekvationerna. Hur normal ekvationssystemet ser ut beror på 

hur man har valt att skriva planets ekvation. Vilket plan 

som passar bäst beror däremot inte på skrivsättet. De tre 

varianterna ger ett och samma plan skrivet på tre olika men 

1ikvärdiga sätt. 

Första formen för planets ekvation är Y=A+BX+CZ. Normal

ekvationernas lösning, de £a_rt iejja £e£rê ssiô nŝ koef̂ f ic iente_rna , 

brukar betecknas så här: 

Residualen brukar betecknas 
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Man kan visa att den har medelvärdet noll och är okorrelerad 

med X och med Z. 

Andra formen för planets ekvation är Y = D+F(X-X)+G(Z-Z). 

Vi sätter X och Z lika med medelvärdena över de givna observa

tionerna av X resp Z. De mot denna ekvationsform svarande 

normal ekvationerna _i_ £v\̂ ijce_l_se_fô rni är 

Man kan visa att följande gäller: 

Lägg märke till att norma 1ekvationerna i avvikelseform för

enklas om E (X-X)(Z-Z)=0 dvs om de båda förklaringsvariablerna 

är inbördes helt okorrelerade. 

I tredje formen för planets ekvation ingår en konstant T. 

Låt oss sätta T=B-,V. där B-.v är koefficienten i reqressionen 
ZX ZX 3 

av Z på X, beräknad på de givna observationerna. Låt oss 

också införa beteckningen 

för residualen i den regressionen. Den tredje formen av 

planets ekvation är med de beteckningarna 

där variabeln E? „ har medelvärdet noll eftersom den 

är en residual. Jämför figur 5.1! 
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De mot den t r e d j e formen f ö r p lanets ekva t ion svarande normal

ekvat ionerna i res idua l fo rm är 

Ekvationssystemet b l i r så pass enke l t dä r f ö r a t t X och 

Ev v är okor re le rade med varandra; de t ta emedan E7 Y är en 
Z • X L • A 
residual efter regression på X. 

Man ser omedelbart att 

och att 

Den partiella regressionskoefficienten för X i regression 

av Y på X och residualen E7 Y är således lika med regressions-

koefficienten i den enkla regressionen av Y på enbart X. 

Man ser också att 

Den partiella regressionskoefficienten för residualen 

EZ-X ' r e 9 r e s s ' o n e n av Y på X och E- y är lika med regres-

sionskoefficienten i den enkla regressionen av Y på enbart 

residualen E7 Y. 
L. ' A 

Genom att lösa ut G ur normalekvationssystemet i avvikelse

form kan man också visa att 
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Lägg märke till detta! Den partiella regressionskoefficienten 

G=B y för Z i reg ressionen av Y på X och Z är lika med 

regressionskoefficienten i den enkla regressionen av Y på 

enbart residualen E Y av Z efter regression på X. 

Normalt använder man avvikelseformen av planets ekvation och 

normal ekvationerna. Res i dual formen har här införts därför 

att man med dess hjälp kan visa hur saker och ting hänger 

ihop då man utökar mängden förklaringsvariabler. 

Exempel 5-2. Följande data föreligger 

Vi ska beräkna regressionen av Y på X och Z. Beräk

ningarna redovisas mer detaljerat i figur 5.2. 

Norma 1ekvationerna i avvikelseform är 

Lösningen är 

Regressionsekvationen är 
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För att visa ett exempel på att res i dual formen också ger 

rätt regressionsplan räknar vi om exemplet i residualform. 

Exempel 5-3- Samma data som i exempel 5-2. 

Vi ska beräkna regressionen av Y på X och E7 „. 

Beräkningarna redovisas mer detaljerat i figur 5.2. 

Normalekvationerna i residualform är 

Lösningen är 

Regressionsekvationen är 
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Figur 5.2. 
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5.3 Uppdelning av avvikelsekvadratsumman 

Regressionen av Y på X och Z fungerar i följande två av

seenden exakt analogt med regressionen av Y på enbart X. 

(1) Regressionen delar upp varje observationsvärde Y. i ett 

närmevärde Y. och en residual E.. Närmevärdenas medelvärde 

är lika med de observerade Y-värdenas medelvärde. Residual-

ernas medelvärde är noll. Korrelationen mellan residualen och 

var och en av förklaringsvariablerna X och Z är noll. Jämför 

avsnitt 2.1 ovan! 

(2) Regressionen delar upp analysvariabelns totala avvikelse-

kvadratsumma SST i en förklarad kvadratsumma SSR och en 

res i dual kvadratsumma SSE. Jämför avsnitt 2.2 ovan! 

Närmevärdena är 

och residualerna är 

De tre kvadratsummorna definieras precis likadant som i 

avsnitt 2.2 ovan. 

Determinat ionskoeffi c i en ten definieras 

precis som i avsnitt 2.3 ovan för enkel regression. 
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Exempel 5.3. Samma data som i exempel 5.2. 

Närmevärdena Y = 7+1X+2Z och residualerna samt de tre 

kvadra tsummorna beräknas. Beräkningarna redovisas mer 

detaljerat i figur 5.3. 

Observerade värden, närmevärden och residualer är 

Den totala, den förklarade, och residual-kvadratsumman är 

Determinationskoefficienten är 

Det verifieras att 

dvs att residualen är okorrelerad med vardera förklarings

variabeln. 

Figur 5.3- Beräkningar till exempel 5-3. 
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5.4 Stegvis ändring av regressionskoefficienter och 

kvadratsummor 

Betrakta å ena sidan den linjära regressionen av Y på enbart 

X, å andra sidan den linjära (multipla) regressionen av Y 

på X och Z. Regressionslinjen respektive regressionsplanet 

är 

Att gå över från den första till den andra regressionen är 

att utöver X införa en ny förklaringsvariabel Z. Detta med

för att regressionskoefficienten för X ändras från den enkla 

(el ler _tota_[a) regressionskoefficienten B,,., till den £a_r_t_̂ ej_la_, 

ByX _. Också interceptet ändras, men det lämnar vi därhän. 

Vad kan man säga om hur och varför Q ändras till Byx z? 

Avvikelseformen och residual formen av planets ekvation gav 

oss två olika sätt att skriva det av minstakvadratprincipen 

utvalda bästa planet. Avvikelseformen skriver regressions

planet 

Res i dual formen skriver 

Eftersom båda varianterna bestämmer samma plan, gäller tyd-

1 igen sambandet 
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där B 7 v enligt ovan också kan uppfattas som regressions-

koefficienten i regressionen av Y på residualen E ... 

Sambandet mellan enkel och partiell regressionskoefficient 

kan också skrivas 

Denna ekvation brukar ibland klädas i ord ungefär så här: 

"Den totala inverkan B y av X på Y är summan av den egentliga 

inverkan By). -, av X och den del av Z:s inverkan B 7 .., som 

kan tillskrivas X därför att variationen i Z delvis förklaras 

(B7y) av variationen i X." Ekvationen i förra stycket ut

lägges analogt i termer som "rensa bort ur den totala in

verkan av X den del som egentligen är inverkan av Z". Varning 

för förhastade övertolkningar! 

Linjär regressionsanalys delar den totala Y-kvadratsumman 

SST i två delar, den förklarade kvadratsumman SSR och resi

dual kvadratsumman SSE. Låt oss beteckna dessa vid enkel 

regression 

och vid multipel regression 

Då man utöver X inför Z som förklaringsvariabel, ändras den 

förklarade kvadratsumman från SSR(Y;X) till SSR(Y;X,Z). 

Man kan visa att 

dvs ändringen är en icke-negativ ökning lika med den för

klarade kvadratsumman i den enkla linjära regressionen av Y 

på residualen E? ... 

Res i dual kvadratsumman ändras samtidigt. Den minskas med 

samma kvantitet. 
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Den förklarade kvadratsumman (SSR(Y;X,Z) är den del av analys

variabelns variation, som regressionen "förklarar" genom 

att tillskriva den samvariationen mellan å ena sidan Y, 

å andra sidan X och Z. Det vore tilltalande att kunna vidare-

uppdela denna förklarade kvadratsumma i en del som beror 

på X plus en del som beror på Z. Men det går inte. Förklarings

variablerna förklarar gemensamt SSR, men vars och ens separata 

bidrag kan inte definieras. 

Det finns dock ett specialfall, där den förklarade kvadrat

summan har en enkel meningsfull uppdelning i en del för 

vardera förklaringsvariabeln. Det är om och endast om korrela

tionen mellan de båda förklaringsvariablerna X och Z är 

exakt 0. Under den förutsättningen gäller att 

I alla andra fall stöder förklaringsvariablerna varandra i 

förklaringsarbetet och går samtidigt i vägen för varandra 

så att deras andelar av förklaringen blir omöjliga att 

reda ut. 

Till sist några ord om £teg_vi£ £e£ress_ion. Med stegvis re

gression menas att beräkna först regressionen av Y på X, 

sedan regressionen av Y på X och Z, sedan regressionen av 

Y på X och Z och ännu en förklaringsvariabel, och så vidare 

- eller att på något annat sätt steg för steg ändra upp

sättningen förklaringsvariabler. Man kan antingen själv 

styra processen eller låta datorn välja variabler efter 

något inprogramme ra t val kr i terium. Det finns flera olika 

sådana kriterier, som alla bygger på uppdelningen i SSR 

och SSE och hur den ändras. 

Stegvis regression är en mycket populär teknik för att leta 

efter samband i multivariata material. Dess innebörd och 

statistiska egenskaper är ofullständigt utredda. 
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Exempel 5.4. Ur jordbruksstatistiken togs data för de 

2k länen med avseende på fyra variabler X1, X2, X3 och Y. 

XI = antalet jordbruk med litet antal kor 

X2 = antalet jordbruk med medelstort antal kor 

X3 = antalet jordbruk med stort antal kor 

Y = antalet jordbruk som innehar mjölktank. 

Tre regressioner beräknades. 

Exemplet visar hur regressionskoefficienter och kvadrat summor 

kan ändras vid stegvis ändring av uppsättningen förklarings

variabler. Exemplet torde kunna anses typiskt, även såtill

vida att tolkningen är svår. 

5.X Bevis (Överkurs) 

Bevis att normalekvationernas lösninq minimerar avvikelse-

kvadratsumman. 

Beviset föres i residual form. 

Avvikelsen från ett godtyckligt annat plan kan tecknas 
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Avvikelsekvadratsumman är 

Dubbel produkterna med AY är 0 emedan EE = z(X-X) = E(Z-Z) = 0 

Dubbel produkterna med E är 0 p g a (i) i avsnitt 5-3). 

Dubbel produkten 

är 0 p g a definitionen av B 
ZX" 

Vi ser att 

med likhet om och endast om 

_ 2 
(Fallet Z(X-X) = 0 är ett urartningsfal1 analogt med i 

avsnitt 2.X.ovan.) 

(Fallet I Z-Z-B (X-X) = 0 är ett annat urartningsfa 1 1 . 

Här är Z en exakt linjär funktion av X. Detta kallas exakt 

multikol1inearitet. Regressionsanalysen fungerar inte normalt. 

Regressionsplanet är underbestämt.) 

5.Y Härledning (Överkurs) 

Härledning av reqressionen av Y på X ur sambanden mellan 

Y, X och Z. 

De trivariata observationerna (Y,X,Z) åskådliggöres grafiskt 

i figur 5-4. Likaså de bivariata observationer (Y,X), som 

man erhåller genom att försumma variabeln (dimensionen) Z. 
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Regressionsplanet i regressionen av Y på X och Z åskådlig

görs grafiskt i figur 5.5. Likaså regressionslinjen i den 

enkla regressionen av Y på X. Lägg märke till att 

Även intercepten är olika, 7 respektive 9. 

Vi ska nu härleda den enkla regressionen av Y på X ur dels 

den multipla regressionen av Y på X och Z, dels hjälpregres 

sionen av Z på X. Vi refererar i fortsättningen genomgående 

till figur 5.6. 

Regressionen av Y på X och Z är i residualform 

Detta är "taket" i den övre delfiguren i figur 5-6. 

Regressionen av Z på X är (jfr fig 5.2) 

Den åskådliggöres av en linje i (X,Z)-planet, dvs golvet 

i den övre delfiguren. Vi ritar in ett lodrätt plan, som 

skär golvet i denna linje, och betraktar dess skärning med 

taket. 

Skärningslinjen är numeriskt definierad enligt följande. 

(1) Ta ett godtyckligt X. 

(2) Ta motsvarande Z=1+iX. 

För detta Z gäller att Z-5~i(X-8)=0. 

(3) Se efter i regressionen av Y på X och Z vilket Y som 

svarar mot (X,Z). 

Svaret är 
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Detta är den enkla regressionen av Y på X. 

Skärningslinjen mellan å ena sidan taket 

och å andra sidan hjälpregressionen (här i avvikelseform) 

är den enkla regressionen av Y på X 

Vi projicerar skärningslinjen på den övre delfigurens fram

sida och får den nedre delfiguren. 
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Figur 5.4 
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Figur 5.5 
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Figur 5.6 
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6 LINJÄR REGRESSION MED PARALLELL SKIKTNING 

6.1 Tre former för parallella räta linjers ekvation 

Två eller flera parallella räta linjers ekvationer kan tecknas 

som en enda ekvation på åtminstone följande olika sätt. Låt 

linjerna vara numrerade med ett index h = 1, 2, ...., k. Det 

första skrivsättet är 

Linjerna har gemensam lutningsvinkel men olika intercept 

(nivåer). Detta skrivsätt är symmetriskt. 

Det andra skrivsättet förutsätter att man tar en linje, säg 

L,, till referenslinje och jämför alla de andra med den. Man 

skr iver 

Konstanterna D„, D,, , D, anger nivåskillnader i för

hållande till referenslinjen L.. Skrivsättet är osymmetriskt. 

Det finns också ett tredje skrivsätt, nämligen 

Här uttryckes k nivåer medelst de k+1 konstanterna C,,, C., ... 

..., C,. Detta skrivsätt är därför inte omvändbart entydigt. 

Konstanterna bestämmer linjerna entydigt, men k parallella 

linjer bestämmer inte k+1 konstanter entydigt. 

Om i det tredje skrivsättet linjerna ska bestämma konstanterna 

entydigt, måste konstanterna underkastas ett bivillkor. Ett 

naturligt sådant bivillkor är EC, = 0, där summan går från 1 

till k. 
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Exempel 6.1 De tre parallella linjerna (i första skriv

sättet) 

skrivs i det andra skrivsättet 

och i det tredje skrivsättet med det nämnda bivillkoret 

Utan bivillkoret kan linjerna i det tredje skrivsättet 

skrivas på många andra sätt. Konstanten C~ kan väljas 

godtyckligt. 

6.2 Indikatorvariabler 

Antag att en observationsmängd delas upp i delmängder sådana 

att varje observation tillhör en och endast en delmängd och 

ingen delmängd är tom. Låt delmängderna indiceras h = 1, 2, .. 

..., k. Det är då praktiskt att definiera k stycken indikator

variabler (även kallade dummyvariabler) enligt följande. Låt 

observationerna vara indicerade j = 1, ...., n. 
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Det finns således k dummyvariabler (Z- Z„ Z, . . . Z,. . . Z.) 

som alla är definierade för varje observation. Om t ex observa

tion j = 8 tillhör delmängd h = 2, så är 

För varje observation är precis ett Z,. lika med 1, alla övriga 

1 i ka med 0. 

Indikatorvariabler användes i regressionsanalysen (bland annat) 

då man till olika delmängder av data vill anpassa räta linjer 

(eller plan) och vill ha dessa linjer (eller plan) parallella. 

De k linjerna skrivs enligt det första skrivsättet från 6.1 ovan 

dvs som _e_n linjär regress ionsekvat ion med k+1 förklaringsvaria

bler, varav k stycken är indikatorvariabler, och - observera! -

JJt£n_ijiterce£t. En sådan regress ionsekvat ion kan beräknas av 

ett datorprogram för regressionsanalys om detta medger att 

interceptet stryks ur ekvationen, inte annars. (SAS-GLM medger 

detta.) 

I det andra skrivsättet från 6.1 skrivs de k regressionslinjerna 

dvs som en linjär regressionsekvation med k förklaringsvariabler, 

varav k-1 stycken är indikatorvariabler. Här ingår ett intercept 

som va ni ig t. 

Resultatet av en regressionsanpassning med indikatorvariabler 

för nivåskillnader är oberoende av vilket skrivsätt man har 

valt. De k bästa parallella räta linjerna (eller planen) är 

entydigt bestämda av data och påverkas inte av hur man väljer 

att beskriva dem. 

Med det tredje skrivsättet i 6.1 ovan skulle man ansätta k 

dummyvariabler och intercept. Denna ansats leder till matematisk 
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underbestämdhet. Datorkörningen avbryts med felutskrift (eller 

räknar fel). 

Exempel 6.2 (Påhittat) 

Betrakta dem som börjar i ett visst yrke vid cirka 20 års 

ålder. Antag att lönen Y utvecklas ungefär linjärt med 

anställningstiden X enligt följande tre separata regres-

s toner. 

Ansatsen med dummyvariabler jämkar ihop dessa tre nästan 

parallella räta linjer till ekvationen (i första skrivsättet) 

vilket översatt till det andra skrivsättet blir 

De tre intercepten förändras vid hopjämkningen. 

Det finns många situationer, där ett observationsmaterial kan 

delas upp samtidigt efter två "leddar", t ex efter utbildning 

och efter kön. Man kan då samtidigt ansätta två grupper av 

indikatorvariabler, i exemplet en för utbildningskategori och 

en för kön. I sådana situationer är det bara det andra (osymmet

riska) skrivsättet som medger beräkning på vanliga datorprogram 

för regression. 

Då ett observationsmaterial delas upp i k delmängder med varsin 

regressionsekvation, kan man i princip alltid uttrycka alla 

dessa k ekvationer som en enda ekvation med hjälp av indikator-

variabelsteknik. Detta är emellertid ointressant om de k ekva

tionerna är helt olika. Av intresse är det då de till delmängd-
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erna hörande ekvationerna är (dvs antages vara) i något avse

ende lika. Det gemensamma är oftast, lutningen (lutningarna), 

men det finns andra varianter också. Indikatorvariabler är en 

mycket flexibel byggklots då man konstruerar (model 1-)ekvationer. 

Tndikatorvariabler bör inte förväxlas med poängvariabler. Ibland 

delas ett observationsmaterial in i k delmängder, som har en 

naturlig inbördes ordning så att man kan numrera delmängderna 

1, 2, ...., k. Man kan då införa en poängvariabel P sådan att 

P. = h om observation j tillhör delmängd h enligt numreringen. 

En dylik poängvariabel kan tas med i en regressionsberäkning 

som förklaringsvariabel och ger då till resultat k parallella 

regressionslinjer (plan), en för varje delmängd. Poängvariabler 

ar inte detsamma som indikatorvariabler, så ansatserna är inte 

1 i kvärd iga. 

Exempel 6-3 I exempel 6.2 kunde man numrera de tre del

mängderna så att 

grundskola motsvarar P = 1, 

fackskola motsvarar P = 2 och 

spec.utb motsvarar P = 3. 

Anpassning av en regressionsekvation med P inkluderad, dvs 

ger då tre parallella räta linjer 

Ansatsen med poängvariabler är mycket mindre flexibel än an

satsen med indikatorvariabler. För det första fastlåser den 

ordningen mellan de k parallella linjerna; de måste komma i 

ordning efter växande P (eller efter avtagande P). För det 

andra låser den också fast linjernas inbördes avstånd på så 

sätt att avståndet i Y-riktning mellan L0 och L„ måste vara 
3 2 
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lika med avståndet i Y-riktning mellan L? och L., och så vidare. 

De tre parallella linjerna i exempel 6.2 uppfyller inte det 

senare villkoret och måste därför vid poängvariabelsansats er

sättas med tre andra linjer. 

Vid osymmetrisk indiaktorvariabelsansats lägger man till X ytter

ligare k-1 nya förklaringsvariabler. (Symmetrisk indikator

var iabel sansats är 1 ikvär ig med den osymmetriska.) Vid poäng-

variabelsansats lägger man bara till en ny förklaringsvariabel. 

Varje skara av k parallella räta linjer, som är möjlig inom 

ramen för poängvariabelsansatsen, är också möjlig inom ramen 

för dummyvariabelsansatsen. Men inte tvärtom! 

6.3 Anpassning av parallella räta linjer 

Antag ett observationsmaterial (X., Y.) i = 1, ...., n. Antag 

att observationerna kan delas in i k > 2 delmängder. Antag 

att man vid enkel regression av Y på X finner ett visst samband. 

Antag att man finner följande resonemang tillämpligt. 

Sambandet mellan X och Y beror på två saker. För det första 

finns det ett samband mellan X och Y inom varje delmängd av 

observationer. Dessa samband är inte nödvändigtvis parallella 

och lika starka. För det andra finns det också ett skenbart 

samband, vilket kommer till synes därför att delmängderna ligger 

så i (X , Y)-planet att Y ökar (minskar) med X då man går från 

en delmängd till en annan. Detta senare samband vill vi rensa 

bort och renodla sambandet (sambanden?) inom delmängderna. 

Givet detta resonemang bör man anpassa en jskjjotad̂  regression. 

En skiktad regression åskådliggöres av k stycken parallella 

linjer, en för var och en av delmängderna. 

Skiktad regresslon beräknas oftast på dator. Skiktningen formu

leras därvid i termer av indikatorvariabler. Det andra skriv

sättet i avsnitt 6.1 ovan fungerar alltid, men man måste se till 

att tolka dess resultat rätt. 



76 

Exempel 6.4 Åtta observationer (X., Y.) är givna. De 

indelas i två delmängder. 

Delmängdernas medelvärden (X, Y) är 

Det finns ett positivt samband mellan X och Y dels inom 

varje delmängd, dels p g a delmängdernas lägen i (X, Y)-

planet. 

Beräkningarna redovisas i figur 6.1. 

Observationer och regressionslinjer återges i figur 6.2. 

Exemplets data är så valda att de separata regressionerna 

inom skikten är parallella. Detta är i allmänhet inte fallet. 

Den totala regressionen är 

Den skiktade regressionen är en sammanfattning av de två 

parallella regressionerna inom skikt. I figur 6.1 skrivs 

den skiktade regressionen enligt det första skrivsättet, 

symmetriskt och utan gemensamt intercept. Alternativt kan 

den skrivas enligt det andra skrivsättet, med gemensamt 

intercept men osymmetriskt, till exempel som följer. 
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Den oskiktade regressionens lutning 0,756 återspeglar 

såväl de parallella linjernas lutning 0,6 som delmängdernas 

inbördes läge i planet. 
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Figur 6.2. 

Den skiktade regressionen i exempel 6.b har också beräknats 

medelst standardprogrammet SAS-GLM. Därvid har en indikator-

variabel använts, definierad så att Z=0 för delmängd I och 

Z=1 för delmängd II. Ingångsdata, närmevärden och residualer 

redovisas i datorutskriften i figur 6.3. Regressionskoefficient-

erna med mera redovisas i utskriften i figur 6.4. 

Figur 6.3 

LnZ SLch. ii1^3.^3 ' e>^ern_p^ 1 __6_L4 

SKIKTAD REGRESSION 
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6.4 Skiktningens effekter 

Betrakta ett observationsmaterial (X. Y.) j = 1, ...., n. 

Regressionen av Y på X är 

2 
och determinationskoefficienten är R». 

Dela upp materialet i k delmängder och definiera k-1 däremot 

svarande indikatorvariabler (Z„ Z_ ... Z, ). Regressionen av 

Y på indikatorvariablerna och X är 

2 
och determinationskoefficienten är R . 

2 2 
Man kan visa att R > R-. Vidare blir i allmänhet B ^ Bn> 

Regressionskoefficienten för den "riktiga" första förklarings

variabeln X ändras då indikatorvariablerna (dvs uppdelningen 

i delmängder} införes. Varför? 

Det som gäller om regressionskoefficienten för X då man inför 

en ny förklaringsvariabel Z gäller också här. Formellt inför 

vi k-1 nya förklaringsvariabler. I den mån dessa har "effekt" 

på Y och i den mån indelningen är "korrelerad" med X så repre

senterar den enkla regressionskoefficienten B_ delvis också 

indelningseffekten. Och då ändras B- till B när indikator

variablerna införes; X-effekten renodlas. 

Vi har här talat om en indelning och dess effekter på samma 

sätt som man talar om en ny förklaringsvariabel Z och dess 

effekter. Detta är tillåtet. En indelning i skikt är korrelerad 

med X om skiktens X-medelvärden är olika, helt enkelt. Att 

denna "korrelation" medför att den oskiktade regressionen kan 

bli missvisande (visavi de parallella linjerna inom skikten) 

antydes av figur 6.5- Missvisningen behöver inte bli positiv 

utan kan även bli negativ. 
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Figur 6.5 

Effekten av skiktning 
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7 STATISTISK INFERENS AVSEENDE REGRESSIONSKOEFFICIENTER 

7.1 Modellterminologi och standardantaganden 

i detta kapitel behandlas två standardförfaranden för 

statistisk inferens vid linjärregressionsanalys med en 

eller flera förklaringsvariabler. Förfarandena bygger 

på samtliga de statistiska förutsättningar, som nämndes 

i avsnitt 3.3 ovan. Ungefär den terminologi, som användes 

nedan, är gängse. 

Betrakta först fallet med en enda förklaringsvariabel. 

Data antages ha genererats i enlighet med den statistiska 

modellen (för i=1,...,n) 

där Xj är kända konstanter , (a,B,a ) är tre okända konstanter , 

parametrar, och EJ är icke direkt observerbara slumpvariabler. 

Härav följer att variablerna Y, är slumpvariabler. De obser

verade Yj-värdena betraktas som utfall av motsvarande slump

variabler. 

I fallet med två förklaringsvariabler är modellekvationen 

och det finns fyra okända parametrar (a,B,Y, a ). Och så 

vidare analogt vid flera förklaringsvariabler. 

Slumpvariablerna EJ antages vara normal fördelade. Denna 

förutsättning är viktig för inferensteorin. 

Det är inte gängse att formulera om modellekvationen så att 

den svarar mot regressionsberäkningar i avvikelseform. 
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(Jfr avsnitt 1.3 ovan.) Men det är fullt möjligt att göra 

det. Model 1 ekvationen blir då 

Konstanten X är känd. Den är (i praktiken alltid) medel

värdet av de observerade X;-värdena, som ju betraktas som 

kända konstanter. 

Statistisk inferens går ut på att estimera och/eller pröva 

hypoteser om modellens parametrar, i första hand de mot 

regressionskoefficienterna svarande parametrarna 3,Y °ch 

så vidare. Två standardförfaranden kommer att behandlas. 

Det ena är interval lestimation av B. Det andra är prövning 

av hypotesen att $ eller, vid flera förklaringsvariabler, 

en viss delmängd av parametrarna, är noll. Interval lestimation 

av 8 kompletterar punktskattningen B med ett osäkerhetsmått. 

Hypotesprövning av g=0 prövar hypotesen att den till B 

hörande förklaringsvariabeln är irrelevant. 

Inferensteorin kan byggas ut så att den också omfattar 

prognoser av Y-värden för nya observationer. Man måste 

i så fall förutsätta att den vid analysen av de givna data 

ansatta modellen gäller också för de nya observationerna, 

(jfr avsnitt k.k ovan.) Prognoser behandlas inte vidare här. 

Den statistiska teori, som inferensen utgår ifrån, känne

tecknas av betydande assymetri mellan å ena sidan förklarings

var iablerna. (X,Z,...) och å andra sidan analysvariabeln Y. 

(Jfr avsnitt 1.4 ovan.) Förklaringsvariablerna betraktas som 

icke slumpmässiga observerade konstanter. Analysvariabeln 

betraktas som en slumpvariabel. För varje observation 

finns ett observerat utfallsvärde. På grund av före

komsten av slumpelementet ej ger data en "störd" bild 

av model 1 ekvationen. Den statistiska inferensen försöker 

genomskåda störningen. 
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7.2 Medelfelet för en regressionskoefficient 

Betrakta först fallet med en enda förklaringsvariabel. 

Regress ionskoeffic i enten 

är en slumpvariabel, och dess beräknade värde är ett utfall. 

Regressionskoefficienten är en linjär funktion av slump

variablerna Yj med vikter bestämda av de kända konstanterna 

Xj. Eftersom varianser och kovarianser för Yj är kända, 

kan variansen för B härledas. 

Ur de statistiska standardförutsättningarna i avsnitt 3.3 

ovan följer två egenskaper hos slumpvariabeln B. 

Väntevärdet för regressionskoefficienten B är lika med mot

svarande parameter 3. Regressionskoefficienten B är således 

en unbiased estimator av parametern £3. 

Variansen för B är en känd konstant gånger den okända model 1-
2 

variansen a. Den senare kan estimeras med hjälp av regressionens 

residualkvadratsumma. Den gängse unbiased estimatorn är 

Om man sätter in den i formeln för Var(B) erhåller man 

Kvadratroten ur est var(B) är medelfelet för B. 

Givet att slumptermerna e- har antagits vara normal fördelade, 

så är också regressionskoefficienten B normal fördelad. 
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I fallet med två förklaringsvariabler X och Z gäller 

följande generaliseringar, där 3 är parametern för X. 

Med Ew 7 menas här residualen av X efter (deskriptiv) 

regression på Z i det givna datamaterialet. Vidare gäller 

att skattningen för model Ivariansen är 

vilket insatt i variansuttrycket ger kvadraten på medel

felet för regressionskoefficienten BVY 7. 
TA . ̂  

I fallet med k̂ 3 förklaringsvariabler gäller följande. Låt 

Z beteckna vektorn av alla förklaringsvaribler utom X. Då 

är E(B Y ) och Var(B 7) som i fallet med två förklarings-
Y A . £ Y A . t 

variabler, medan 

(Fallet k=2 ingår egentligen också i detta allmänna fall.) 

Standardprogram för regressionsanalys beräknar och trycker 

medelfelet för varje regressionskoefficient. Se för fallet 

med en förklaringsvariabel figur 3.5 ram k\ Se för fallet 

med två förklaringsvariabler figur 6.4 under rubriken "Std 

error of estimate". 

Standardprogrammet kan givetvis inte veta om de nödvändiga 

statistiska model 1förutsättningår är uppfyllda, utan 

vilka det beräknade medelfelet inte är tolkbart. Medel

felet kan alltid beräknas, tolkbart eller ej. 

Medelfelet användes till att tillsammans med punktskattningen 

definiera ett interval lestimat för 3. Interval lestimatorn 

är intervallet 
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där c ar konstant, som beror dels på antalet observationer 

och förklaringsvariabler, dels på vilken konfidensgrad 

man önskar. Med 95% konfidensgrad och många fler observationer 

än variabler är intervallestimatet cirka 

Exempel 7.1 

Betrakta åter exempel 6.4». Beräkna ett c:a 95% konfi-

dens.Tnterval 1 för parametern •$, den model Ikonstant som 

hör till förklaringsvariabeln X. Konstanten c skall 

enligt tabell här vara inte 2 utan 2,57. 

Enligt figur 6.4 är B =0,600 och dess medelfel 
YA . i 

0,200. Konfidensintervallet blir 

0.600 ± 2,57 • 0,200 

dvs intervallet (0,086-1,114) 

Pga det ringa antalet observationer är intervallet 

brett. Punktskattningens osäkerhet är betydande. 

7.3 Hypotesen att en delmängd av parametrarna är noll. 

Tre fall kommer att behandlas: 

(1) det finns en enda förklaringsvariabel (specialfall av 

följande fal 1) , 

(2) det finns en eller flera förklaringsvariabler, och man 

vill pröva hypotesen att samtliga variablers parametrar är 

noll, 

(3) det finns två eller flera förklaringsvariabler, och man 

vill pröva hypotesen att parametrarna för en äkta delmängd 

av variablerna är noll. 

I samtliga fall härleder statistisk teori, givet samtliga 
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statistiska förutsättningar i avsnitt 3.3 ovan, en test

kvantitet F, vars fördelning är känd. Det beräknade F-värdet 

jämförs med ett tabellvärde, som beror dels på antalen 

observationer och variabler, dels på vilken nivå man vill 

testa på. Testets nivå är (som alltid) den risk man tar 

att förkasta en sann nollhypotes. 

Betrakta fallet med en enda förklaringsvariabel. Regressions

analysen delar upp den totala avvikelsekvadratsumman för Y 

i en förklarad kvadratsumma SSR(Y;X) och en residualkvadrat-

summa SSE(Y;X). Den hypotes, som testas, är att B=0. Givet 

denna hypotes är SSR och SSE efter division med respektive 

antal frihetsgrader av jämförbar storlek. Om hypotesen är 

felaktig, tenderar SSR att vara större. 

Testkvantiteten är 

Den ska jämföras med F-fördelningen med 1 och (n-2) 

frihetsgrader. 

Exempel 7.2 

Betrakta åter exempel 3.1 i avsnitt 3.1 och tillhörande 

datorberäkning i figur 3.5 sist i kapitel 3. Se ram 1 

i den figuren! Testkvantiteten är 

F-värdet 1,18 återfinnes också i programutskriften. Det 

ska jämföras med det motsvarande tabellvärdet för (1,8) 

frihetsgrader och, låt säga, 5% risk. Detta värde är 5,32. 

Eftersom det beräknade F är mindre, kan vi inte förkasta 

hypotesen att 3=0. Jfr exempel 3.2! 

Betrakta nu fallet med k>2 förklaringsvariabler och hypotesen 

att samtliga variablers parametrar är noll. 
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Testkvantiteten är 

Den ska jämföras med F-fördelningen med (k, n-k-l) frihets

grader. 

Exempel 7.3 

Betrakta exempel 6.4 och figur 6.4! Se kvadratsumme-

uppdelningen överst i datorns utskrift. 

F-värdet12,5 finns även i utskriften. Tabellvärdet för 

5% sign ifikansnivå och (2, 5) frihetsgrader är 5,79. 

Eftersom det beräknade F-värdet är större, förkastar 

vi hypotesen att parametrarna för X och Z båda är noll. 

Observera att detta test inte säger något om huruvida 

det är X eller Z eller båda, som har signifikant inverkan 

på Y. 

Betrakta återigen fallet med k>2. Vi ifrågasätter inte p>1 

förklaringsvaribler X men vill pröva hypotesen att de q^l 

övriga förklaringsvariablerna Z har parametrar som alla är 

noll. (Symbolerna X och Z betecknar här och i fortsättningen 

av detta avsnitt vektorer av variabler.) 

I detta fall ska man med residualkvadratsumman jämföra den 

ökning av den förklarade kvadratsumman, som erhålles, om 

mängden av i regressionen använda förklaringsvariabler utökas 

från X till (X,Z). Ökningen är 

och kan alternativt beräknas som 

Residual kvadratsumman, som mäter den rena slumpvariationen 
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i modellen oavsett om hypotesen är sann eller ej, är 

Man ska återigen dividera kvadratsummorna med relevanta 

frihetsgradsantal. Testkvantiteterna är 

där q är antalet testade parametrar. 

Testförfarandet är tillämpligt även då några av variablerna 

är indikatorvariabler, förutsatt att dessa är linjärt oberoende 

av varandra och av alla andra variabler i modellen. Man 

måste arbeta i vad som i avsnitt 6.1 kallades det andra 

skrivsättet, så som skedde i beräkningarna i figurerna 

6.3 och 6.1». 

Exempel 7.^ 

Vi vill testa hypotesen att Z är irrelevant. Först 

beräknas regressionen av Y på enbart X. Se figur 7.1! 

SSR(Y;X)=5^. Sedan beräknas regressionen av Y på X 

och Z. Se figur 7.2! SSR(Y;X,Z)=78 och SSE(Y;X,Z)=4. 

Frihetsgraderna är q=1 och n-p-q-1=9-1-1-1=6. 
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Kritiskt 5% värde enligt tabell är 5,99. Hypotesen 

förkastas. Variabeln Z måste anses ha påvisbar inverkan 

på Y. 

Testkvantiteten F kan alltid beräknas, oavsett om förut

sättningar föreligger för att den ska kunna tolkas eller 

ej. Glöm inte de statistiska och andra förutsättningarna! 

Figur 7-1-

Batorutokrift del 1 till exempel 7-4-
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Figur 7.2. 

Datorutskrift del 2 till exempel 7.4. 

7 . 4 Något om stegvis regression 

Stegvis regression är ett förfarande där datorn automatiskt 

väljer och vrakar bland samtliga förklaringsvariabler tills 

den hittar den delmängd av förklaringsvariabler, som är 

bäst enligt de i programmeringen nedlagda kriterierna. 

Förfarandet kännetecknas av att datorn i varje steg 

antingen tar in en ny förklaringsvariabel i regressionen eller 

utesluter en tidigare medtagen förklaringsvariabel ur 

regressionen. 
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Standardprogrampaketet SAS innehåller ett program för 

stegvis regression, som heter STEPWISE. Det finns många 

liknande datorprogram. 

Datorn kan alltid utföra beräkningarna och genomföra en 

stegvis regression.Datorn kan däremot inte pröva huruvida 

förfarandet är meningsfullt. Jfr kapitel 3 ovan! 

Då nya förklaringsvariabler tas in i ekvationen eller 

gamla utesluts, ändras de bibehållna förklaringsvariablernas 

regressionskoefficienter. Jfr kapitel 5 ovan! De bibehållna 

förklaringsvariablernas regressionskoefficienters medelfel 

ändras också. Se medelfelsformeln i avsnitt 7.2 ovan! 

Stegvis regression är inte ett sätt att medelst statistisk 

hypotesprövning testa fram rätt uppsättning förklarings

variabler. Förfarandet kan uppfattas som baserat på 

statistisk hypotesövning i varje steg, men stegens beroende 

av varandra gör det alltför invecklat att utreda vilka 

statistiska egenskaper förfarandet som helhet egentligen 

har. 

Sedan denna reservation har uttalats, ska nu en ofta före

kommande strategi för stegvis regression skisseras. Det 

finns även andra strategier. 

1 Fastställ en signifikansivå p; för inklusion. En för

klaringsvariabel tas in i ekvationen i ett visst steg endast 

om den är signifikant på denna nivå. 

2 Fastställ en signifikansnivå p för exklusion. En för

klaringsvariabel utesluts ur ekvationen i ett visst steg om 

den inte är signifikant på denna nivå. 

3 Bestäm vilka variabler som eventuellt alltid ska vara 

med i ekvationen. Dessa variablers signifikans prövas inte. 
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4 Välj den icke inkluderade förklaringsvariabel som, om 
2 

den inkluderas, mest ökar determinationskoefficienten R ! 

Om den är signifikant på nivå pi och inte just uteslöts 

i föregående steg, inkluderas den. Gå i annat fall till 

punkt 7. 

5 Uteslut samtliga förklaringsvariabler, som eventuellt, 

inte är signifikanta på nivå p . 

6 Gå tillbaka till punkt k. 

7 Avbryt körningen. 

Ovanstående är en av strategierna i SAS-STEPWISE. 

Automatisk stegvis regression torde vara en av de mest 

brukade och missbrukade statistiska metoderna. Använd 

den inte mekaniskt utan med eftertanke^ 
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