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1 Inledning

Ndr man vill studera samband mellan tvd eller flera variabler
med hjdlp av regressionsanalys brukar man utgd frdn ett antal
standardantaganden som (i fallet tvd variabler) kan se ut pd
foljande satt:

y; = o+ Bxi + €; , i=1,2,...,n
dar
- X,,%,,...,%X_ ar kanda tal
1172 n
BT IR dr okorrelerade stokastiska feltermer|—(1.1)
2 ,
- E(si)=0, Var(ei)=o >0 1=1,2,...,n.

Det ar oklart hur modell (1.1) skall uppfattas ndr man har
surveydata. Vilken slumpmekanism ar det som genererar felter-
merna? P4 vilket sdtt kommer urvalsdesignen in i bilden?

Duger den standardldosning som bygger pa antagandena i (1.1)
och som finns implementerad i midnga standardprogrampaket eller
bor man vdga observationerna med hansyn till inklusionssanno-
likheterna efter monster frdn surveysampling-teorin??

Den forsta ansatsen innebdr att parametrarna skattas pd van-
ligt satt, dvs enligt foljande formler:

5. L Yi(xi ~ X)
-2
Lx; - x) L (1.2)
&\=§_§;(I
/\2__1~ _I\_A 2
0" = L (y; - a - Bx;)

1) Det brukar finnas méjlighet att gora en slags vagd regres-
sionsanalys i1 standardprogrampaketen. Man vdger d4 observa-
tionerna fOr att ta hansyn till att feltermerna ej har
olika varians. Observera att den sortens vagning har en
helt annan innebdrd och ger bl a helt annorlunda varians-
formler, dn vagning med hansyn till inklusionssannolikhe-

ter.



medan ansatsen med vdgning naturligen leder till formlerna:

1 o |
B =7 =2
X T (Xi - X)
i
a =Yy - Bx , __(13)
~2 - l _N_ ~ 2
dir X = Eifiiﬁll
- 2(1/"i) !
s . Z(yi/ﬂi)
- 1
E(1/Hi)
och “T’“Z""'nn ar inklusionssannolikheterna for
respektive observation 1 urvalet.

Frdgan om vilken av ldsningarna (1.2) och (1.3) som &r att fo-
redra ar litet for komplicerad foér att man skall kunna ge ett
omedelbart, entydigt svar. Avsikten med denna uppsats ar att
belysa problematiken med hjidlp av exempel och att ge rekommen-
dationer om hur man kan gGra i ndgra olika situationer.

Uppsatsen ar avsedd som en introduktion till min rapport
"Generalized linear modeling of sample survey data", i fort-
sattningen bendmnd (1] som ger en mer precis och mer generell
framstdllning av regressionsanalys av surveydata. Framstdll-
ningen didr bygger p& att man uppfattar modellen som en tvi-
stegsmodell. Forst genereras varden yq,...yy for hela po-
pulationen enligt (1.1) med n uthytt mot N. Darefter dras ett
stickprov om n objekt fradn den andliga populationen och man
observerar de givna (x,y)-vardena for objekten 1 stickprovet.
I specifikationen av (1.1) uppfattas x-vardena som kdnda tal
trots att de rimligen borde uppfattas om stokastiska. Det kan
man gora utan allvarliga konsekvenser eftersom analysen goérs
betingat av x.



2 Exempel
En population om 5 000 element genererades utifrdn 5 000 obe-

roende observationer vardera av tre normalfdrdelade variabler
Xy1 Xy och e. Darefter genererades y utifrdn foljande samband.

Y = Byt Byx, + By, +o¢ (2.1)

dar
- X, och X, ar N(0,1) med inbordes korrelation ca 0,3

- slumpfelstermen ¢ ar N(0,o) och okorrelerad med
ovriga termer

- modellparametrarna bestamts till

BO = 5.0, 81 = 1.0, Bz = 0.5, g =20.2

Darefter drogs, ur den nyss konstruerade populationen, ett
stratifierat urval om 500 element pd f6ljande satt:

Populationen delades in 1 tre strata dar:
element i tillhdér stratum 1 om x21<0
element i tillhor stratum 2 om 0¢x, . <2 —(2.2)

element i tillhor stratum 3 om 2<x?i.

Strata kom ddrigenom att bestd av 2 499, 2 400 respektive 101
element. Inom respektive stratum drogs ett 05U om 39, 360 res-
pektive 101 element. Dessa siffror valdes fér att (fS6rutom att
summera sig till 500) &stadkomma starkt varierande inklusions-
sannolikheter mellan strata; ca 1,5 procent, 15 procent res-
pektive 100 procent f0r stratum 1, 2 respektive 3.

Parametrarna i modell (2.1) skattades utifrdn x- och y-vardeng
for de 500 element som ingick i urvalet. Oviagda skattningar, B
och ¥ (dar man inte tar hansyn till de varierande inklusions-
sannolikheterna), togs fram sdvdl som, med hdnsyn till inklu-
sionssannolikheterna, vagda skattningar § och 3.

Dessutom skattades B och o utifran populatigpens samtliga
5 000 element. Dessa skattningar betecknas Bpop och Gpop-



Resultatet framgdr av foljande tabell:

Parameter Skattning
8 B Bpop
BO 4.99 4.99 5.00
31 0.98 1.00 1.00
Bz 0.51 0.50 0.50
Pad r~ o~
g [o) ag
pop
o] 0.19 0.19 0.20

Tabell 2.1 Resultat av parameterskattningar i modell (2.1)

Som framgdr av tabell 2.1 ar de ovagda och vagda skattningarna
inbérdes mycket lika och dessutom mycket ndra de sanna parame-
tervardena, trots att inklusionssannolikheterna varierar sd
mycket. Forklaringen till att de ovdgda skattningarna fungerar
bra hdar ligger i fdljande resultat, som bevisas i en mer pre-

cis och mer generell version i [1].
Lat

1

M. =BO+B1x1i+82x2ip l=1,2,...

N

a) Antag att foljande villkor ar uppfyllda:

N
%z L (Yi - ui)Ui —> 0, ndr n och N —) o,
Noj=1
1 N
= L (y. - u.)x,.M. —> 0, nar n och N —) =,
Mooy i1
1 N
= L (y; - ui)x2iﬂi —> 0, ndr n och N —) «,

(2.3)

—(2.4)




D4 4r (under ytterligare ndgra allmdnna regularitetsvillkor)
den ovagda skattningen ﬁ designkonsistent i den meningen att
|§'§pop konvergerar mot noll i sannolikhet nar n och N vix-
er mot ». Villkoren i (2.4) 4r uppfyllda om residualerna
(yi-ui) ar okorrelerade med T; och med produkttermerna

Mixqi och MiXy;.

Inklusionssannolikheten T kan enligt (2.2) uttryckas som en
funktion av x. Eftersom residualen y-p enligt (2.1) &r pro-
portionell mot ¢ som i sin tur ar okorrelerad med x, och (i
stort sett) gkorrelerad med ¥ sd& kan man se att den ovagda
skattningen B bor fungera i detta fall.

I praktiken har man naturligtvis inte tillgdng till en si
fullstandig information om den "sanna" modellen som ovanstden-
de resonemang forutsdtter. Man behdver ett mer operationellt
satt att avgora om konsistensvillkoren dr (i rimlig utstréck-
ning) uppfyllda.

En mojlighet dr att gora p4d foljande satt: Skatta forst para-
metrarna i (2.1) ovagt. Utvidga darefter modellen genom att
bland x-variablerna inkludera T (sedd som en variabel) och
produkttermerna Wxq och Tx,. Notera att ekvationerna (2.4)

ar normalekvationerna, baserade pd samtliga observationer i
populationen, for de parametrar som svarar mot W, Tx4q res-
pektive Txy i den utvidgade modellen.

Konsistensvillkoren for ovdgd B-estimation dr darmed, dtmin-
stone approximativt, uppfyllda for den utvidgade modellen.
Testa - med ett vanligt F-test - om den utvidgade modellen ger
signifikant battre anpassning till y an den ursprungliga mo-
dellen (2.1). Om s& inte ar fallet bor villkoren (2.4) vara
ndgorlunda vdl uppfyllda och ddarmed den ovagda skattningen i
(2.1) rattfardigad.

Om den utvidgade modellen ddremot ger signifikant battre an-
passning dn den ursprungliga sd innebdr det att T innehdller
information som skulle kunna anvidndas for att forbdttra den
ursprungliga modellen. Forsok att hitta en variabel som ar
hogt korrelerad med W och som det dr saklogiskt rimligt att
inkludera i modellbyggandet. Om detta inte ar mdéjligt sd bor
man overgd till viagd estimation.



Vi illustrerar forfarandet genom att studera den ofullstandiga
modellen:

Y = By * Bix1 + ¢' , dar ¢' ar N(0,0'). (2.5)

Fortfarande forutsatts att (2.1) ar den sanna modellen. Man
kan tanka sig en situation ddr man inte ar medveten om att
Xy d4r en betydelsefull variabel for att beskriva variationen

1y.

Féljande tabell visar skattningar av de tre parametrarna i
{2.5) dels ovidgt, dels vagt utifrdn de 500 observationerna i
urvalet, dels utifrdn samtliga 5 000 observationerna i popula-
tionen.

Parameter Skattning
Al ~| 'A|
B B Bpop
Bé 5.42 4.98 5.00
B% 1.14 1.16 1.16
G’ 5 CH
pop
o' 0.50 0.50 0.51

Tabell 2.2 Skattning av parametrarna 1 (2.5).

Man ser att de vagda skattningarna ansluter val till de popu-
lationsbaserade medan framst den ovdgda Bp-skattningen kraf-
tigt avviker frdn motsvarande populationsbaserade skattning.

Man skulle dd mojligen kunna dra den slutsatsen att den vdgda
skattningen bdr rekommenderas i detta fall. Men det ar en for-
hastad slutsats. Vid en jamforelse mellan tabell 2.1 och 2.2
framgdr att o'>>c, dvs (2.5) ger mycket samre anpassning till
data dn {(2.1). Hela den y-variation som beror pid variationen
av X2 ar ju i modell (2.5) inbakad i slumptermen e'.

Istdllet fOr att noja sig med en modell med en sd stor slump-
term som (2.5) bor man enligt vad som diskuterades tidigare
undersdka om T bdr pid ndgon information om y som saknas i mo-
dell (2.5).




Modell (2.5) utvidgades darfor med variablerna W och mxq.
Skattningen av ¢ i denna modell blev ca 0.35. Ett F-test av
(2.5) mot den utvidgade modellen gav féljande approximativa
F-testvariabel:

2 _ 496 - 0,35%)/2

0,35°

(498 - 0.50

F = x 250,

som skall jamforas med det - p4 risknivd 5 procent - kritiska
vardet som ar ca 3.

Detta pekar pd att T innehdller mycket information om y som
inte finns i xq. I praktiken vill man forst4s inte ha med
variabeln T i modellen men forfarandet riktar uppmarksamheten
mot den information som finns i designen (dvs T) sid att man
ddrigenom leds att ta hdnsyn till stratifieringsvariabeln x;

i modellbyggandet. Darigenom kan man nid en vdsentligt bdttre
modellbeskrivning 4n om man bara ndjer sig med att viga obser-
vationerna med hidnsyn till T.

Antag nu att man istdllet har med xy) i modellen men att man
inte ar medveten om betydelsen av xj.
Vi studerar allts3 den ofullstidndiga modellen:

Y = By t Bix, + €" , dar ¢" dr N(O,0"). (2.6)

och antar fortfarande att den sanna modellen beskrivs av
(2.1).

Foljande tabell visar skattningarna av parametrarna i (2.6)
dels ovagt, dels vagt, dels utifrdn samtliga observaticner i
populationen.

Parameter Skattning

< " r\/" ’B\ﬂ

B 8 pop
86 5.01 5.07 5.01
Bi 0.86 0.84 0.82

g g Opop
" 0.96 0.96 0.96

Tabell 2.3 Skattning av parametrarna i (2.6).




Man kan se att de vdgda och ovdagda skattningarna nu ar mycket
lika och att de i stort sett sammanfaller med de populations-
baserade skattningarna.

Man kan ocks& se - genom att jamfora tabellerna 2.1 och 2.3 -
att 0">>0, dvs modell (2.6) innehdller en mycket storre slump-
term 4n modell (2.1).

Hiar kan man dock inte forvanta sig att man skall kunna for-
battra sin modell - dvs (2.6) - genom att utnyttja T. Den va-
sentliga designinformationen finns redan med i modellen (och
det ar skdlet till att de ovdgda och vagda skattningarna over-
ensstiammer hir) medan den information som saknas finns i va-
riabeln xq1. Det galler alltsd har att man - t ex utifrdn
saklogiska Overvaganden - verkligen fadr fatt i, och inkluderar
X1 1 modellarbetet.



3 Sammanfattning

Antag att man vill skatta B-parametrarna i regressionsmodellen
Y~ BO+ B1x1 + B2x2+ €.

Om residualen (y-p), dir y = Bo+B,x, + B,X,, 4r okorrelerad
med inklusionssannolikheten T och med prodiikttermerna Tx, och
Tx, s4 kan den vanliga, ovdgda B-skattningen anvandas. Den ar
for ovrigt effektivare &n den - med hidnsyn till T - vigda
skattningen i denna situation, se avsnitt 5 1 [1].

Om (y-p) daremot ar korrelerad med W, Wx, eller TWx, sd ar den
vagda skattningen battre. Men det finns &A ocksd foljande al-
ternativ som kan vara battre dn att anvanda vdgning. Eftersom T
nu bidr p4 sidan information om y som inte f&s genom x, och x, i
modellen sd ligger det ndra till hands att, istdllet for att
vaga med hansyn till T, fdérsoka forbattra modellen. Det gdller
dd att hitta en variabel z (eller eventuellt flera) som dels ar
hogt korrelerad med (y-up) och dels rent saklogiskt passar som
variabel i modellen. Om residualen for den nya modellen ar
okorrelerad med W, Tx,, Mx, och Tz s kan parametrarna i den
nya modellen skattas ovagt. Den har skisserade proceduren inne-
bar alltsi att man eliminerar den ovidgda skattningens design-
bias samtidigt som man forbdttrar regressionsmodellen.

Vi har hittills antagit att bortfall saknas. De metoder scm
skisserats ovan kan generaliseras pd ett forhdllandevis ratt-
framt satt si att man aven kan ta hdnsyn till bortfallseffek-
ter. Detta behandlas i [11].

Referens:

(11: L Nordberg: Generalized Linear Modeling of Sample Survey
Data. SCB R&D report 1988:8.
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