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1 Inledning 

N r man vill studera samband mellan två eller flera variabler 
med hjälp av regressionsanalys brukar man utgå från ett antal 
standardantaganden som (i fallet två variabler) kan se ut på 
följande sätt: 

•d.D 

Det är oklart hur modell (1.1) skall uppfattas när man har 
surveydata. Vilken slumpmekanism är det som genererar felter­
merna? På vilket sätt kommer urvalsdesignen in i bilden? 

Duger den standardlösning som bygger på antagandena i (1.1) 
och som finns implementerad i många standardprogrampaket elle] 
bör man väga observationerna med hänsyn till inklusionssanno-
likheterna efter mönster från surveysampling-teorin?1 

Den första ansatsen innebär att parametrarna skattas på van­
ligt sätt, dvs enligt följande formler: 

(1.2) 

1) Det brukar finnas möjlighet att göra en slags vägd regres­
sionsanalys i standardprogrampaketen. Man väger då observa­
tionerna för att ta hänsyn till att feltermerna e^ har 
olika varians. Observera att den sortens vägning har en 
helt annan innebörd och ger bl a helt annorlunda varians­
formler, än vägning med hänsyn till inklusionssannolikhe-
ter. 
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medan ansatsen med vägning naturligen leder till formlerna: 

(1.3) 

Frågan om vilken av lösningarna (1.2) och (1.3) som är att fö­
redra är litet för komplicerad för att man skall kunna ge ett 
omedelbart, entydigt svar. Avsikten med denna uppsats är att 
belysa problematiken med hjälp av exempel och att ge rekommen­
dationer om hur man kan göra i några olika situationer. 

Uppsatsen är avsedd som en introduktion till min rapport 
"Generalized linear modeling of sample survey data", i fort­
sättningen benämnd [1] som ger en mer precis och mer generell 
framställning av regressionsanalys av surveydata. Framställ­
ningen där bygger på att man uppfattar modellen som en två-
stegsmodell. Först genereras värden y-|,...yN för hela po-
pulationen enligt (1.1) med n utbytt mot N. Därefter dras ett 
stickprov om n objekt från den ändliga populationen och man 
observerar de givna (x,y)-värdena för objekten i stickprovet. 
I specifikationen av (1.1) uppfattas x-värdena som kända tal 
trots att de rimligen borde uppfattas om stokastiska. Det kan 
man göra utan allvarliga konsekvenser eftersom analysen görs 
betingat av x. 
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2 Exempel 

En population om 5 000 element genererades utifrån 5 000 obe­
roende observationer vardera av tre normalfördelade variabler 
x1, x~ och e. Därefter genererades y utifrån följande samband. 

(2.1) 

där 

- x. och x„ är N(0,1) med inbördes korrelation ca 0,3 

- slumpfelstermen e är N(0,o) och okorrelerad med 
övriga termer 

- modellparametrarna bestämts till 

Därefter drogs, ur den nyss konstruerade populationen, ett 
stratifierat urval om 500 element på följande sätt: 

Populationen delades in i tre strata där: 

(2.2) 

Strata kom därigenom att bestå av 2 499, 2 400 respektive 101 
element. Inom respektive stratum drogs ett OSU om 39, 360 res­
pektive 101 element. Dessa siffror valdes för att (förutom att 
summera sig till 500) åstadkomma starkt varierande inklusions-
sannolikheter mellan strata; ca 1,5 procent, 15 procent res­
pektive 100 procent för stratum 1, 2 respektive 3. 

Parametrarna i modell (2.1) skattades utifrån x- och y-värdena^ 
för de 500 element som ingick i urvalet. Ovägda skattningar, 0 
och 3" (där man inte tar hänsyn till de varierande inklusions-
sannolikheterna), togs fram såväl som, med hänsyn till inklu-
sionssannolikheterna, vägda skattningar p och o. 

Dessutom skattades P och o utifrån populationens samtliga 
5 000 element. Dessa skattningar betecknas f?p0p och £p0p. 
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Resultatet framgår av följande tabell: 

Tabell 2.1 Resultat av parameterskattningar i modell (2.1) 

Som framgår av tabell 2.1 är de ovägda och vägda skattningarna 
inbördes mycket lika och dessutom mycket nära de sanna parame­
tervärdena, trots att inklusionssannolikheterna varierar så 
mycket. Förklaringen till att de ovägda skattningarna fungerar 
bra här ligger i följande resultat, som bevisas i en mer pre­
cis och mer generell version i [1]. 

Låt 

(2.3) 

a) Antag att följande villkor är uppfyllda: 

(2.4) 
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Då är (under ytterligare några allmänna regularitetsvillkor) 
den ovägda skattningen g designkonsistent i den meningen att 
lÊ-Ppopl konvergerar mot noll i sannolikhet när n och N väx­
er mot o», villkoren i (2.4) är uppfyllda om residualerna 
(y^-Mi) är okorrelerade med TT i och med produkttermerna 
TT̂ xii och ÏÏ£X2i-

Inklusionssannolikheten ÏÏ kan enligt (2.2) uttryckas som en 
funktion av X2- Eftersom residualen y-u enligt (2.1) är pro­
portionell mot e som i sin tur är okorrelerad med X2 och (i 
stort sett) okorrelerad med ÏÏ så kan man se att den ovägda 
skattningen fl bör fungera i detta fall. 

I praktiken har man naturligtvis inte tillgång till en så 
fullständig information om den "sanna" modellen som ovanståen­
de resonemang förutsätter. Man behöver ett mer operationellt 
sätt att avgöra om konsistensvillkoren är (i rimlig utsträck­
ning) uppfyllda. 

En möjlighet är att göra på följande sätt: Skatta först para­
metrarna i (2.1) ovägt. Utvidga därefter modellen genom att 
bland x-variablerna inkludera ÏÏ (sedd som en variabel) och 
produkttermerna ïïxi och ÏÏX2. Notera att ekvationerna (2.4) 
är normalekvationerna, baserade på samtliga observationer i 
populationen, för de parametrar som svarar mot ÏÏ, TTx-| res­
pektive ÏÏX2 i den utvidgade modellen. 

Konsistensvillkoren för ovägd p-estimation är därmed, åtmin­
stone approximativt, uppfyllda för den utvidgade modellen. 
Testa - med ett vanligt F-test - om den utvidgade modellen ger 
signifikant bättre anpassning till y än den ursprungliga mo­
dellen (2.1). Om så inte är fallet bör villkoren (2.4) vara 
någorlunda väl uppfyllda och därmed den ovägda skattningen i 
(2.1) rättfärdigad. 

Om den utvidgade modellen däremot ger signifikant bättre an­
passning än den ursprungliga så innebär det att TT innehåller 
information som skulle kunna användas för att förbättra den 
ursprungliga modellen. Försök att hitta en variabel som är 
högt korrelerad med TT och som det är saklogiskt rimligt att 
inkludera i modellbyggandet. Om detta inte är möjligt så bör 
man övergå till vägd estimation. 
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Vi illustrerar förfarandet genom att studera den ofullständiga 
modellen: 

(2.5) 

Fortfarande förutsätts att (2.1) är den sanna modellen. Man 
kan tänka sig en situation där man inte är medveten om att 
X2 är en betydelsefull variabel för att beskriva variationen 
i y. 

Följande tabell visar skattningar av de tre parametrarna i 
(2.5) dels ovägt, dels vägt utifrån de 500 observationerna i 
urvalet, dels utifrån samtliga 5 000 observationerna i popula-
tionen. 

Tabell 2.2 Skattning av parametrarna i (2.5). 

Man ser att de vägda skattningarna ansluter väl till de popu-
lationsbaserade medan främst den ovägda pQ-skattningen kraf­
tigt avviker från motsvarande populationsbaserade skattning. 

Man skulle då möjligen kunna dra den slutsatsen att den vägda 
skattningen bör rekommenderas i detta fall. Men det är en för­
hastad slutsats. Vid en jämförelse mellan tabell 2.1 och 2.2 
framgår att o'>>o, dvs (2.5) ger mycket sämre anpassning till 
data än (2.1). Hela den y-variation som beror på variationen 
av X2 är ju i modell (2.5) inbakad i slumptermen e'. 

Istället för att nöja sig med en modell med en så stor slump­
term som (2.5) bör man enligt vad som diskuterades tidigare 
undersöka om ÏÏ bär på någon information om y som saknas i mo­
dell (2.5). 
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Modell (2.5) utvidgades därför med variablerna ÏÏ och TTx-j. 
Skattningen av o i denna modell blev ca 0.35. Ett F-test av 
(2.5) mot den utvidgade modellen gav följande approximativa 
F-testvariabel: 

som skall jämföras med det - på risknivå 5 procent - kritiska 
värdet som är ca 3. 

Detta pekar på att TT innehåller mycket information om y som 
inte finns i x^. I praktiken vill man förstås inte ha med 
variabeln TT i modellen men förfarandet riktar uppmärksamheten 
mot den information som finns i designen (dvs TT) så att man 
därigenom leds att ta hänsyn till stratifieringsvariabeln X2 
i modellbyggandet. Därigenom kan man nå en väsentligt bättre 
modellbeskrivning än om man bara nöjer sig med att väga obser­
vationerna med hänsyn till TT. 

Antag nu att man istället har med X£ i modellen men att man 
inte är medveten om betydelsen av x-|. 

Vi studerar alltså den ofullständiga modellen: 

(2.6) 

och antar fortfarande att den sanna modellen beskrivs av 
(2.1). 

Följande tabell visar skattningarna av parametrarna i (2.6) 
dels ovägt, dels vägt, dels utifrån samtliga observationer i 
populationen. 

Tabell 2.3 Skattning av parametrarna i (2.6). 
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Man kan se att de vägda och ovägda skattningarna nu är mycket 
lika och att de i stort sett sammanfaller med de populations-
baserade skattningarna. 

Man kan också se - genom att jämföra tabellerna 2.1 och 2.3 -
att o">>o, dvs modell (2.6) innehåller en mycket större slump­
term än modell (2.1). 

Här kan man dock inte förvänta sig att man skall kunna för­
bättra sin modell - dvs (2.6) - genom att utnyttja ÏÏ. Den vä­
sentliga designinformationen finns redan med i modellen (och 
det är skälet till att de ovägda och vägda skattningarna över­
ensstämmer här) medan den information som saknas finns i va­
riabeln x-|. Det gäller alltså här att man - t ex utifrån 
saklogiska överväganden - verkligen får fatt i, och inkluderar 
xi i modellarbetet. 
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3 Sammanfattning 

Antag att man vill skatta p-parametrarna i regressionsmodellen 
y = P0 + p1x1 + p2x2 + e. 

Om residualen (y-p), där M = PQ+P^X.. + &2
K2' ä r o k o r r e l e r a d 

med inklusionssannolikheten ÏÏ och med produkttermerna ïïx. och 
ïïx2 så kan den vanliga, ovägda p-skattningen användas. Den är 
för övrigt effektivare än den - med hänsyn till ïï - vägda 
skattningen i denna situation, se avsnitt 5 i [1]. 

Om (y-p) däremot är korrelerad med ïï, ïïx. eller ÏÏx^ så är den 
vägda skattningen bättre. Men det finns aå också följande al­
ternativ som kan vara bättre än att använda vägning. Eftersom ÏÏ 
nu bär på sådan information om y som inte fås genom x, och x? i 
modellen så ligger det nära till hands att, istället för att 
väga med hänsyn till ÏÏ, försöka förbättra modellen. Det gäller 
då att hitta en variabel z (eller eventuellt flera) som dels är 
högt korrelerad med (y-p) och dels rent saklogiskt passar som 
variabel i modellen. Om residualen för den nya modellen är 
okorrelerad med ïï, ïïx1, ïïx„ och ïïz så kan parametrarna i den 
nya modellen skattas ovägt. Den här skisserade proceduren inne­
bär alltså att man eliminerar den ovägda skattningens design-
bias samtidigt som man förbättrar regressionsmodellen. 

Vi har hittills antagit att bortfall saknas. De metoder som 
skisserats ovan kan generaliseras på ett förhållandevis rätt­
framt sätt så att man även kan ta hänsyn till bortfallseffek­
ter. Detta behandlas i [1]. 

Referens: 

[1]: L Nordberg: Generalized Linear Modeling of Sample Survey 
Data. SCB R&D report 1988:8. 
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