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Oversikt av estimatorer for stora och smi redovisnings-
grupper.

1. Inledning

Statistikanvédndare nojer sig vanligtvis inte med statistik fOr hela populationen, utan vill 1
allménhet ha information dven for redovisningsgrupper (delpopulationer). Det kan gilla
en uppdelning efter kon och &lder vid en individundersdkning eller efter ndringsgren i en
foretagsundersokning. Nir statistiken hdmtas frin ett kvalitetsméissigt gott register eller
totalundersokning dr det normalt inga problem med framstillningen. Det &r inte heller
négra storre problem om en urvalsundersokning &r vil designad for att skatta parametrar
for stora redovisningsgrupper. Om didremot skattningar onskas for sm redovisnings-
grupper kan man f& problem eftersom antalet observationer kan bli litet i vissa
redovisningsgrupper eller i virsta fall finns det inga observationer alls.

Sedan ldnge har det funnits metoder for att skatta parametrar for "stora”
redovisningsgrupper. En gemensam egenskap hos dessa "konventionella” estimatorer dr
att de dr vintevirdesriktiga eller &tminstone for stora urval dr approximativt
véantevdrdesriktiga. Detta gor det mojligt att berdkna konfidensintervall, vilket dr en god
egenskap. Nackdelen dr att de ger alltfor stora urvalsfel for smé redovisningsgrupper.

Dessa begransningar dr besvidrande och darfor har statistiker virlden dver borjat intressera
sig for modellberoende estimatorer eller som de populért kallas for syntetiska estimatorer.
Ett markerat drag hos dessa estimatorer dr att de "l&nar" information frén andra
redovisningsgrupper, vanligtvis tillsammans med en modell. Dirmed kan urvalsfelet
reduceras kraftigt jimfort med konventionella estimatorer. Detta sker dock ofta till pris av
inforande av skevhet. Denna skevhet, som inte kan skattas utifrdn aktuella data, leder till
att konfidensintervallet blir ett irrelevant mtt pé kvaliteten. Mean Square Error (se (29))
kan dock bli mycket mindre for dessa estimatorer &n fér konventionella estimatorer vid
smd redovisningsgrupper.

Vad som 4r "stora" resp "sm4" redovisningsgrupper kan inte preciseras entydigt, eftersom
det beror pé flera omstidndigheter, t ex kan det vara s att understkningen &r designad for
att med hjilp av en konventionell estimator ge separata skattningar for vissa sm&
redovisningsgrupper. Det beror dven p& sambandet mellan undersékningsvariabeln och
hjélpinformationen.

I skalan frén stora till sma redovisningsgrupper finner man ett tkat beroende av modeller.
For att enkelt beskriva hur en modell kan se ut kan foljande exempel ges. Antag att man
vill skatta andelen arbetslosa i varje kommun. Arbetskraftsundersékningen (AKU) ger en
hygglig skattning av andelen arbetsldsa i varje landsdel. En mycket enkel modellberoende
estimator 4r att for varje kommun inom en landsdel ta estimatet for landsdelen. Modellen
bestar alltsd i ett antagande om att varje kommun inom en landsdel har samma andel

arbetslosa.

Konventionella estimatorer for stora redovisningsgrupper &r beskrivna i de flesta
bockerna inom survey sampling, som Cochran [1977], Kish [1965], och Des Raj [1972]
och darfor finns inte samma behov av oversikt for dessa som for modellberoende
estimatorer, som huvudsakligen finns beskrivna i artiklar. Trots detta beskrivs dven de
forst nimnda i denna rapport. Framstéllningen baserar sig till stor del pA manuskriptet till
den kommande boken "Model Assisted Sampling Strategies" av Carl-Erik Sarndal



(Universite ‘de Montredl, Kanada) Bengt Swensson (Hogskolan i Orebro) och Jan
Wretman (Stockholms universitet). (I fortséttningen kallas detta material f6r SSW).
Deras framstillning ger en sammanhéllande ram for hela gruppen och utgor dven ett bra
utgdngslige for beskrivning av modellberoende estimatorer.

Vi vill skilja mellan modellbaserad och modellberoende estimator 1 denna rapport.
Utvecklingen av en estimator for stora redovisningsgrupper kan vara modellbaserad (som
i SSW) didr modellansatsen syftar till att ge litet urvalsfel - vintevirdesriktig dr estimatorn
dven om modellen avviker frin verkligheten. Modellberoende estimatorer dr diremot
skeva, dir skevheten &r storre ju simre modellen stimmer med verkligheten.

Rapporten redovisar ett stort antal estimatorer utan att ndrmare gé in pd deras egenskaper.
Det finns tyvérr inte tillréickligt med kunskap och erfarenhet kring mdnga av metoderna
och framforallt 4r det svért att dra generella slutsatser av genomforda studier.

I slutet av rapporten ges en 1ing lista av artiklar som behandlar problemet med skattningar
for smé redovisningsgrupper.

2. Definition av statistiska begrepp

Vi betraktar en dndlig population U = { 1,....,k,...N}. Populationen &r uppdelad i de
disjunkta redovisningsgrupperna Uy,...,Ug, ...UqQ , for vilka vi vill ha skattningar av
totaler. Dessutom 4r populationen uppde(iad 1 H disjunkta grupper , Uy,,...,U,...,UH
bestdmnda av hjilpvariabler. Dessa grupper later vi utgora design strata eller poststrata
( for generalitetens skull borde designstrata och poststrata bestd av olika indelningar, men
for enkelhets skull gors detta). Denna korsklassificering ger H x Q populationsceller Upq
l;( h=c%,...,H; q=1,...,Q. L&t Npq vara storleken p& Upq , vilken genomgdende antas vara
4nd.

Undersokningsvariabeln antar virdena yi for k:te elementet; k = 1,...,N. Vi Onskar skatta
totalen for redovisningsgrupp q

tq:zyk (l)
Uq

I detta syfte dras stickprovet s av storleken n frin U enligt designen p(s) med
inklusionssannolikheterna P(k € s) = mx (>0) for alla k och P(k och 1 &€ s) = my (>0) for

alla k=1. (Vi sétter xx = mk). En del av stickprovet s kommer att bestd av element frin
Unq och betecknas shq. Antalet element i spq beror i allménhet av slumpen. Daremot kan
antalet i sp ( den del av s som bestdr av element i Uy, ) vara en konstant, nimligen dd Up,
(h = 1,...,H) utgdr designstrata och s, dras med s k "fixed size design". Vi later antalet
enheter i spq vara npq. I denna rapport exemplifierar vi med designerna OSU och STOSU,
d v s dir ett obundet slumpméssigt urval av storleken n dras frdn U resp ett OSU av den
fixa storleken np_dras frin stratum Uy (h = 1,....H).

3. Estimatorer for stora redovisningsgrupper.

I detta avsnitt redovisas en dversikt av estimatorer for stora redovisningsgrupper, som alla
ir vintevirdesriktiga eller dtminstone asymptotiskt vintevirdesriktiga estimatorer.



En "byggsten” i den foljande framstéllningen &r den s k 7 -estimatorn ( eller Horvitz-
Thompson-estimatorn):

v
tgr = z Vi / Ty = Z vie ( ;k kallas for "n—expanderat” virde.) (2)

Sq 5q

Det generella uttrycket for variansen ar (se hirledning i bilaga 1)
A vV Vv
V(thC) = 2 z Akl YY1 » dér Akl =T — TG (3)
kqu lqu
En unbiased variansestimator ges av
A A \2 v Vv . \%
V(tgn) = zz Ay Y v1 > ddr Ay = Ay / Ty 4)
kz»:sq lEsq
Vid fixed size design &r oftast foljande variansestimator att foredra

Vi =-5 2.0 A G~ Q

kes
sqlesq

Vid OSU och STOSU ger béda alternativen samma resultat.

For att visa att variansen och variansskattningen dr "gamla bekanta" utvecklar vi den for
designen OSU. D4 ér ig =n /N och gy = (n/ N) (n-1) / (N-1) for alla k # 1 [mgk = n/N].
Detta ger

A N

tq,t:?Zyk (6)
A — 2
V(tqn)=N21:/NN;{2yk__[z ” @)

och en skattning av variansen

U =N 28 L {2 2oL [2 ykJ } (8)

Om vi har designen STOSU erhélles estimatorn

DR 2%‘2 = D, Nig Y » G Ny = %}L“hq ©
h Shg h ’ S h :




Varians och variansestimator kan litt hiarledas frdn (3) och (5).

SSW baserar en stor del av framstillningen pé en generaliserad regressionsansats. Den
visar pd ett pedagogiskt sétt hur man kan anvidnda modelltinkade vid utvecklande av
estimator och den ger ocksd en naturlig brygga 6ver till modellberoende estimatorer.

P4 ungefir foljande sitt beskriver de ansatsen.

Om vi har tillgdng till hjilpvariabler x1 , ...,Xj ,...,Xy - dvs for varje k € U har tillging till
en vektor Xk = (Xik,..., Xjk»-.» XJk)~ - s&dana att y och x uppvisar hyfsade samband kan
vi utnyttja detta for att konstruera estimatorer som &r effektivare 4n den enkla -
estimatorn. Utgdngspunkten &r ett antagande att utseendet av spridningsdiagrammet (se
nedan) for de N punkterna (yk, Xx) 1 den dndliga populationen ser ut som om det hade

kunnat genereras av en regressionsmodell £ sddan att yj, ...,yN utgor realiserade virden
av oberoende slumpvariabler Y7i,...,YN, for vilka

Ee (Y) =%, B= D B; ;e (k=1,...,N) (10)
;

och

Vé(Yk) = Gﬁ

Om populationen hade kunnat totalundersokas, skulle en vigd minsta kvadrat-skattning
(under modellen & ) av B =( B1,....51) " ges av

-\l
XkX X -
5=y, = [ SR S an
Y

U Ok

T och t skattas vintevirdesriktigt av

X X X
’/[\‘=Z lz(k resp./t\zz :yk (12)

s Ok Ty s Ok Tk

vilka utnyttjas for att som en estimator ( med viss men vanligen férsumbar skevhet) for B

bilda
A A xx;” ) X
B=(B,,., BJ)’=[Z - ) D = (13)

s OpTy s Ok Tx

Den resulterande regressionsestimatorn for populationstotalen ges nu av

y
A A A A . A .
tyy = tyn + 2 B (txj - txj,t), dir ty & T—estimatom for totalen for x; . (14)

=1



I SSW visas att regressionsestimatorn kan skrivas p olika sétt. Ett sétt 4r
A A v A A A
tyr=z>’k+zeks»dﬁIYk‘—'szxjkOCheks:)’k—)’k (15)
8] s j

Motsvarande estimator for totalen 1 redovisningsgrupp q dr

/t\qr=z§k+2;ks (16)
Uq

s
9

I fortsittningen ska vi utnyttja denna generella estimator och for olika modeller & visa hur
sdvil kdnda som mindre kidnda estimatorer "faller ut". For att vilja "rédtt" modell krivs att
man har kunskap om sambandet mellan undersokningsvariabeln och hjdlpvariabeln. Helst
vill man ha mgjlighet att rita ett spridningsdiagram.

1 (27) visas ett annat sdtt att skriva estimatorn.

Antag att man har tre redovisningsgrupper och man har data som beter sig ungefér enligt
foljande diagram:

Spridningsdiagram 1a.
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Spridningsdiagram 1b.
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Spridningsdiagram 1c.
v Redovisningsgrupp 3.
5000
4000 - e °
”* ..:
3000 - . ¥
«% o
<
2000 - *
.°.
L ]
1000 -
0+ T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
D4 idr foljande modelltyp lamplig:
Modelltyp 1
2. v .
Ee(Yy) = og + Bxis Ve(Yy) = ogx;c for k € Uy och diir v > 0. (17)

Spridningsdiagrammen 1a - 1c &r framstéllda utifrén en modell dér By, By och B3 har
vérdena 1, 2 resp 5 och a1 = 1000, aa = 500 och a3 = 100. Dessutom dr v = 2.



For att konkretisera estimatorn studerar vi fallet dér linjen gr genom origo
(0g =0 for alla q) och dér v =1. D4 kan uttrycket (12) skrivas

X A
%:Z 2k och t = Zk (18)
S Gq Ty S Gq Ty
A v A\
vilket ger B = (2 Y/ Z Xk } . Dessutom erhélles Z ::,ks = (.
Sq Sq Sq

Det resulterande uttrycket for estimatorn &r

?qr(l)=Xq (2 yk/nk]/ZXk/nk (19)
5q 5q
Uq

Dessa modellantagande leder alltsd till en konventionell kvotestimator.

Om designen dr OSU och vi antar att xi = 1 f6r k € Ug erhdlles foljande vilkénda
estimator:

/t\q,(l) =N, 2 Yk / ng (20)
Sq

Skulle diremot sambandet mellan y och x vara tydligare genom en uppdelning p&
hjdlpgrupper bor foljande modell viljas:

Modelltyp 2
Eg (Y)) = o, + Byxic 5 Ve (Y)) = opxy fork e Uy, (21)

Ett intressant specialfall uppkommer nér oy = 0 (for h=1,....H) och v = 1. Fér OSU och
STOSU erhélles:

A YS -~ ys - N .
tyr (2)= z Xhq :—h— + ky, Dpg Vs~ —= Xs, (| dir ky, = = vid (22)
h

xshA Xsh.

N
OSU och ky = — vid STOSU.
h



Den estimatorn anvindes senare i rapporten for att demonstrera vergéngen till
modellberoende estimatorer. I fortséttningen kallar vi den fOrsta termen for "syntetisk
term" och den andra for "korrektionsterm".

Om vi har xx = 1 for alla k erhilles:
A - nhq - -
tgr2) = 2 { Nhq¥s, * T ( Ysng ~ ¥s,) } (23)
h

Estimatorn (23) studeras i Sdrndal (1981).

Om vi dven tror att "redovisningsgruppsdimensionen” har betydelse kan f6ljande
modelltyp vara ldmplig.

Modelltyp 3
Ee(Y)) = g + BreXic Ve(Yi) = Opgxy fork e Upg (24)

Om xg =1 (for alla k) och 0hq = 0 (b=1,...,H och q=1....,Q) erhdlles for bdde OSU och
STOSU

A

- \%
B= Yoo och Z e = 0, vilket ger den poststratifierade estimatorn

Sq
tqr(3) = Z th yshq (25)
h

Sidrndal och Hidiroglou (1987) fann att en i ménga fall bittre estimator #n (16) (har
mindre varians och de betingade egenskaperna &r béttre) dr

v
pIEN

A A s
tqrev = Z Yt Nq qA (26)
Uy N,

q

v A
I vissa fall &r 2 ey = 0, vilket gor att t, = /t\q,ev . Det intréiffar for modelltyp 1 och 3.

)
q
Estimatorn for modelltyp 2 erhdlles litt genom att summera den syntetiska delen i (22)

med produkten av Ng / 1 q och korrektionstermen.

I detta avsnitt har vi endast behandlat tre huvudmodeller, men det finns dven andra
alternativ.



. A A . . A
Estimatorerna t . och t kan uttryckas i en generell estimator t

q qrev q’
A v
tq= Z Bqks Yk (27)
s
dar
v A g 2

qus=5qqu+[2 Xk—ﬁqz ij T XR/Gk ,

U s

q q

A N N
dir dg =1 0m kesg; =0 £.6.0ch 8 = 1 for tg; = = fOr tey dd ke Uy
Nq
Denna estimator liknar i formen ©t —estimatorn och det gér att visa att en ldmplig
variansestimator 4r ( jmf med (4))

A A v v v
V(tq) :22 Ay EqksCksBqlsCis (28)
s

Denna variansestimator har alltsd samma enkla form som variansestimatorn f&r -
estimatorn . DArfor dr det enkelt att utveckla de explicita formlerna for olika modeller och
designer.

4. Estimatorer for smé redovisningsgrupper.

De estimatorer, som presenteras i foregéende avsnitt dr alla approximativt vintevérdes-
riktiga fOr stora stickprov inom varje redovisningsgrupp. Vid smd redovisningsgrupper
(=smA stickprov) &r vissa av estimatorerna behiftade med en skevhet och ndgon estimator
dr inte ens definierad dd npq = 0 (se (25)). Den avgorande bristen édr dock det stora
urvalsfelet.

Kraven p4 att erhélla skattningar dven for sm4 redovisningsgrupper leder till att man far
ldmna gruppen av vintevirdesriktiga estimatorer och stka estimatorer som har smé
"totala" fel. Med totalt fel kan man t ex mena Mean Square Error (MSE):
A N 2 A A 2
MSE(ty) = El( tg — t)1 = V() H{E(ty) — t;} (29)
(Den senare termen &r skevheten i kvadrat.)

Det innebir att 4ven om estimatorn dr behiftad med skevhet sd kan det totala felet vara litet
om variansen ir liten.

Estimatorerna &r genomgéende modellberoende, vilket innebér att om modellen
Overensstimmer diligt med verkligheten uppkommer (design) skevhet. Det dr foljakligen
mycket viktigt att noggrant undersdka om s &r fallet.
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Den, i litteraturen vanligast férekommande modellberoende estimatorn dterfinns som
forsta term 1 estimatorerna

7 qr och T for modelltyp 2. Den andra termen har vi kallat for "korrigeringsterm”
och skiilet till detta &r att den &r en skattning av skevheten for den modellberoende
estimatorn. Denna modellberoende estimator kallas vanligtvis for "syntetisk" estimator.

qrev

Om vi har f8 urvalsobjekt 1 studerade redovisningsgrupp kommer skevhetsskattningen att
vara behiftad med stort urvalsfel och didrmed ge ett stort virde pd MSE. Om man dédremot
litar pé att modelltyp 2 bra beskriver verkligheten kan endast den syntetiska delen utnyttjas
och didrmed reduceras MSE. Den syntetiska estimatorn har ofta ett litet urvalfel eftersom
den baserar sig pd en skattning av B utifrdn urvalsobjekten i de stora populations-
grupperna Up_ . Modellen 1 denna estimator innebér alltsé ett antagande om att skevheten
ir liten, vilket i sin tur innebdr att

~( (30)

Om vi antar att xg = 1 for alla k forenklas uttryck (30) till

Yy, - Yy, =0 (31)

I litteraturen ser man vanligtvis foljande bendmningar pa de tvd syntetiska estimatorerna
(xx =1 for alla k resp xi kan anta andra virden) :

Synthetic—count: Z Nhg ;'Sh (32)
h
och
y
Synthetic—ratio: z Xhq _—sh- (33)
h X

Sh.

Purcell and Linacre[1976] ger en syntetisk estimator som &r nigot annorlunda -

X, 1(33) ersiltts av den kiinda storheten iU}L . Oftast dr dock synthetic—ratio

estimatorn béttre 4n denna estimator.

Holt, Smith, and Thomberlin [1979] visar i en s k "Prediction approach" att en bittre
(mindre modellvarians under antagandet om modellvéntevirdesriktighet) estimator, d4
xk=1 for alla k, &r foljande:
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typred = Z {Npq ¥, + g (yShq —ys )} (34)
h

Oftast dr Npg>>npq och d& dr denna estimator och synthetic-count-estimatorn i stort sett
lika. Om man utnyttjar klustersampling kan dock skillnaden vara stor for vissa
redovisningsgrupper. Skillnaden 1 séttet att konstruera de tvi estimatorerna &r att den forra
utnyttjar det faktum att urvalsobservationerna ar kidnda exakt och diarfor behdver man
endast prediktera de ( Npq - npq) € observerade virdena.

Choudhry and Rao [1988] samt Prasad and Rao [1990] studerar mer komplicerade
modeller (bl a stokastiska intercept ) och baserat pa dessa utvecklar de "Empirical best
linear unbiased predictors"(EBLUPs). Man kan forvénta sig att dessa estimatorer, liksom

t qPred * fungerar bittre dn vanliga syntetiska estimatorer ndr urvalsfraktionen ir stor. I

véra tillimpningar vid SCB 4r dock normalt urvalsfraktionen ytterst liten och darfor torde
de enklare modellberoende estimatorerna vara att rekommendera. For att ind8 oversikten
ska bli ndgorlunda fullstindig redovisas ett antal EBLUPs 1 bilaga 2.

Ovanstdende estimatorer skattar en total, tg, i redovisningsgrupp q. I fortséttningen av
detta avsnitt ska vi presentera en grupp estimatorer som skattar hela fordelningen for en
kategorisk variabel. Teorin baserar sig huvudsakligen p log-linjdara modeller.

Antag att understkningsvariabeln kan anta I kategorier och att vi dessutom har en
hjdlpvariabel som kan anta H kategorier. Denna grupp av s k SPREE-estimatorer
(Structure Preserving Estimator - se Purcell[1979]) skattar Npjq , d v s antalet objekt i
redovisningsgrupp q som tillhor hjdlpgrupp h och har egenskapen i. Direfter summeras
over hjilpvariabelns kategorier

&hiq berédknas p olika sétt beroende pd vilken modell som utnyttjas.

Ovan talas om en undersokningsvariabel resp en hjédlpvariabel, men av flera kateroriserade
variabler kan man alltid bilda en variabel och dérfor ligger det inga begrinsningar i en 3-
dimensionell beskrivning av estimationsmetoden.

En 3-dimensionell tabell med antalen Npjq kan med hjilp av en log-linjdr ansats entydigt
beskrivas med

log Npjq = u+ uyg) + Ug(p) + Us() + Uiomi) + Ui3(hg) + U23Gg) + B123hig) (35)

For att i detalj forstd denna uppdelning méste ngon bok i dmnet ldsas t ex Fienberg
[1978]. Hir vill vi utnyttja (35) for att endast forklara principen i skattningsmetoden.

Log-linjdra modeller anvinds vanligtvis for att analysera komplicerade korstabeller. Om
man har en tre-dimensionell korstabell startar man oftast med att testa om tre-faktor
effekten dr forsumbar, d v s om uj23 = 0. Om s &r fallet fortsitter man med att "plocka
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bort" insignifikanta termer for att slutligen erhlla en enkel och bra beskrivning av
strukturen i tabellen.

I féreliggande fall utnyttjar vi tekniken med log-linjira modeller for att erhalla en bra
skattning av den ok#nda storheten Npiq . I princip gér det till s att vissa termer i (35)
skattas med hjdlp av ett urval, andra termer skattas frin aktuell registerinformation och
slutligen kan man ha inaktuell information som ger skattningar av nigra termer. Atergar vi
till den 3-dimensionella tabellen kan det vara s att vi erhdller

a) IQI hi. » 4 v s antalet objekt i hjélpgrupp h som har egenskapen i, frdn en urvals-
undersokning,
b) Nh.q frén ett register

och slutligen

¢) inaktuell information, som vi betecknar N'hiq, som kan erhdllas frin tex en folk- och
bostadsrdkning (FoB).

Om vi later 1 std for hjdlpvariabeln, 2 for undersokningsvariabeln och 3 f6r redovisnings-
grupper innehdller en SPREE-estimator som baserar sig pd informationen a)-c) féljande
antaganden och osékerheter:

- uy323 och u3 skattas med motsvarande virde erhillet i FoBen, d v s man antar att tre-
faktoreffekten och tva-faktor effekten mellan understkningsvariabeln och
redovisningsgrupperna inte har férdndrats sedan FoBen genomférdes.

- uj2 r behiftad av urvalsfel som f6ljd av att denna tva-faktor effekt skattas utifrin
urvalsinformation.

- u13 baserar sig pd registerinformation.

Om man inte har all information a) -c) tvingas man skatta termerna pd annat sitt. Ibland
kan dven skattningarna vara s& osikra att det &r bittre att ta bort termen. I fortsdttningen
ska vi visa hur olika estimatorer faller ut frin olika modeller. Men forst beskriver vi
tekniken fOr att skatta Npq i det fall informationen a)-c) finns. Detta ger en estimator, som
baserar sig pd antaganden vi kallar modell 1.

Det dr inte mojligt att erhdlla ett explicit uttryck for denna SPREE-skattning. L.osningen
erhllles diremot frén en iterativ process, den s k Iterative Proportional Fitting (IPF)-
proceduren. Startvirdena i iterationen dr

NO N (36)

Ny A
(k) hig s wylk=1) (k-1)
Nhig = _—(1:-1) Ny, dar Np;. 22 Nhiq (37)
hi. =1

och
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Nk
® 1M (k) ()
Nhiq_ © th dar N Z Nhlq (38)
lNh.q i

Iterationen konvergerar (under timligen allménna villkor) relativt snabbt - oftast kan den
avbrytas efter fem steg. Man kan ocks4 ha en grins fér hur mycket en fordndring mellan
tvd steg bor ha for att iterationen ska fortsitta. Antag att sista steget drk = ko, da ar
SPREE-skattningen

Om vi inte har tillgang till Nj, g kan skattningen tas fram utifrén en IPF-procedur dr (38)
inte inglr ( detta kallar vi modell modell 2). Det visar sig att en explicit form pé estimatorn
erhdlles efter forsta halv-steget

N'
Nhlq(z) - hlq Nh1 (40)

h1.

I denna estimator antar vi att uy3 inte fordndras mellan FoBen och undersokningstillfillet,
men i Ovrigt 4r antagandena desamma som i modell 1.

Om man inte har tillgéng till N'niq , men i 6vrigt tillging till de aktuella data (modell 3)
beskrivna i a)-b) later man iterationen starta med

Njo = 1 foralla h, i och g (41)

Det dr samma sak som att sitta uj23 = up3 = 0. Ett explicit uttryck for estimatorn erhélles

A

A Npi.
Nhiq(3) = Nh.q —I\r (42)

Om vi har designen STOSU vid skattning av Np;_ kan vi se att denna estimator 4r samma
som (32) - "synthetic / count"-estimatorn.

Det finns ménga alternativa uppsétttningar av hjédlpinformation, som leder till olika
modeller och olika estimatorer. Alla kan 19sas med versioner av IPF-proceduren.

5. Estimatorer som samutnyttjar vintevirdesriktiga och modellberoende estimatorer.

Estimatorerna i avsnitt 3 4r alla (approximativt) vintevirdesriktiga, medan ddremot
estimatorerna i avsnitt 4 dr skeva beroende pa att modellen avviker frin verkligheten. Den
forst ndimnda typen har ofta stora urvalsfel och den senare smi urvalsfel. [ avsnitt 5.1
presenteras sammansatta estimatorer, d v s estimatorer som bestdr i en sammanvégning
av en estimator frdn vardera gruppen. I avsnitt 5.2 presenteras de estimatorer av typen
generaliserad regressionsansats (se (26)) dir man forsoker dimpa det stora urvalsfelet i
korrektionstermen. Tanken med dessa estimatorer 4r att de ska klara bide stora och smé
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redovisningsgrupper. Detta ska ske genom ritt val av vikter, vilket dock inte &r létt att
utféra i verkligheten.

5.1 Sammansatta estimatorer

Om vi later en vintevirdesriktig estimator av tq bendmnas t q och en modellberoende

. - A . veq®
estimator for Hq d& har den sammansatta estimatorn foljande generella utseende:

tysam = Cq tg + (1 = C) B (43)

dér Cq dr en vikt som vanligtvis ligger i intervallet [0,1]. I den "konventionella”
sammansatta estimatorn bestims Cq apriori. I litteraturen &r det dock vanligt att se Cq-
virden bestimda utifrdn utfallet av urvalet och dd bendmns de "estimatorer beroende av
urvalsstorleken" (eng. Sample size dependent estimators). Den senare typen anses i vissa
artiklar inte ens tillhdra gruppen av sammansatta estimatorer, vilket antyder att
grupperingen av estimatorer inte ir entydig.

Det stora problemet med sammansatta estimatorer ér att bestimma Cq - virdena sd att
estimatorn ger smd fel. Nedan presenteras ett antal alternativa 18sningsforslag.

Cg bestémt apriori.

Mean square error for den sammansatta estimatorn kan skrivas

MSE(tsam) = Cy MSE(R) + (1-Co) MSE(L) - CA-C) Bt~ 11)°  (44)
MSE minimeras for

Cq=Cj , dir

o MSE(u,) - El(t;—ty) (g —tg)] 45)

- A A A A
MSE(ty) + MSE(u,) — 2E[t, —t)(u, ~t,)]
Schaible [1978] visar att om Cq véljs i intervallet [2Cg* - 1, 2Cq*] & ger den
sammansatta estimatorn mindre MSE dn bida komponentestimatorerna. T ex om Cq* =
172 ger varje val av Cqi [0,1] en "bittre" estimator én de ingéende estimatorema.

Den optimala vikten innehéller flera okiinda storheter och darfor &r det svart att i praktiken
bestimma det. Man fir dirfor soka ett ndrmevirde. Choudry and Rao [1988] menar att

E[(/t\q - tq)(flq —t,)] drrelativt liten i de fall /t\q baserar sig enbart p4 urvalsobjekten

i redovisningsgrupp q och ﬁq pé samtliga urvalsobjekt. (Bailar[1978] tror inte

pé detta antagande.)
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Med detta antagande forenklas formen pé den optimala vikten, men for att f3 ett viirde pd
vikten méste vi ocks veta storleken pd MSE( ﬁq). Choudry and Rao [1988] foreslar

foljande vintevirdesriktiga skattning av den storheten:

n n N2 " " AR . . . N
mse(ly) = (g — tg)” — var(ty), dér var(t,) dr en skattning av variansen for t,.
Denna ansats ger stora urvalsfel i skattningen av den optimala vikten.
I Lundstrém [1987] testas en sammansatt estimator att anvindas mellan tvA FoBar. Dir

visar sig de optimala vikterna baserade pa foregdende FoB-information fungera bra dven
vid understkningstillfallet.

Estimatorer beroende av urvalsstorleken.

Schaible [1978] forenklar uttrycket for optimal vikt pd olika sitt. I sin enklaste form antar
han att

MSE(%) =k; / ng och MSE(/L\lq) =k, dir k; och k; ir konstanter.
(Aven Lundstrom [1978] provar denna variant).

Drew, Singh and Choudhry [1982] viger samman en design unbiased estimator av typ
(19) med en syntetisk estimator av Purcell and Linacre [1976]-typ med en vikt som dr
beroende av sampelutfallet. (De utnyttjar ocksé efterstratifiering, men for att enkelt kunna
beskriva principen bakom estimatorn tas den "dimensionen" bort). Om

Rq= (Z ka/(Z X/ nk] > K sdtts C; =K /Ry och i annat fall sitts Cy = 1.
Uq Sq
Parametern K viljs for att kontrollera pdverkan fr&n den syntetiska estimatorn, ju storre K
desto mer liknar den kvotestimatorn (19). En nackdel med denna typ av estimator 4r att
kan vara storre &n K trots att nq &r liten och d kommer estimatorn att vara behiftad
med stort urvalsfel for denna redovisningsgrupp.

En annan typ av estimatorer baserar sig pd Baysianska idéer, dir man dven utnyttjar den
eventuella kunskapen om hur parametervirdena tq fordelar sig. Den finns ménga varianter
av estimatorer som faller ut frAn denna ansats, men for att konkretisera metoden
presenteras hir den estimator Fay and Herriot [1977] anvénder for att skatta per capita
inkomst for sm geografiska omrdden i USA. Den parameter man skattar &r alltsd av
formen

. , A . .
De har konventionella skattningar y q som baserar sig p4 urvalsobservationerna.

Problemet &r att de &r behiftade med stora urvalfel, d v s de (skattade) varianserna Dq dr

stora. Fay and Herriot [1977] antar att §'q (g=1....,Q) dr oberoende normalférdelade,
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dvs ?/q ~ indN()'/q, Dg). Dessutom har man tillging till hjdlpvariabler x1, x2,..., X -

d v s for varje redovisningsgrupp q har man tillgéng till en vektor xq = (X1q, --XJq)", som

man menar har ett linjirt samband med yq av formen E[yq] = x'q B.For enkelhets

skull antar de att variansen for yq 4r konstant (=A) och att yq ~ indN(X'q B.A).

Dessutom antar de att  har en apriorifordelning som &r likformig p4 ett obestimt

intervall (diffus fordelning). De okidnda parametrarna A resp [ skattas sedan utifrdn
data, vilket &r skdlet till att metoden fétt namnet Empirical Bayes. Utnyttjande av
apriorikunskapen samt urvals- och hjilpinformationen ger en estimator, som har formen
av en sammansatt estimator:

§’qEB =[A"/(A"+ Dyl §q +(Dy/ (A'+ Dy y, ", dir A dr en skattning av A som

2 w2
aye . (yq - yq *)

erhdlles ur foljande ekvation 2 —_—

. A +Dg

=Q-Jochy, " dr viigda regres—

sionsestimat (vikten = A+Dq).

Utrdkningen av A* kréver ett iterativt forfarande, vilket beskrivs i Fay and Herriot
[1977].

5.2 Generaliserade regressionsestimatorer med dimpad korrektionsterm.

Sérndal and Hidiroglou [1989] foreslar foljande "Dampened regression estimator":

A A v B A -
tque = 2 Yt KqE €ks » dar Kq = (Nq/Nq ) ! med (46)
U s

q q

A
X=Ooqu2 Ny

och

A
7»=}\00qu<Nq

Ap dr en konstant som viljs pa ldmpligt sitt - Sdrndal and Hidiroglou foreslér Ag = 2 for
allmént bruk.

Cassel [1984] foresldr att K fér utgora en skattning av den “"optimala” faktorn
(minimerar mean square error for estimatorn under forutsittning att den syntetiska termen
och korrektionstermen &r okorrelerade). Kq har d formen
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A A
K,=1-var(By)/ (Bq)z, ddr ﬁq =2 ;ks och var(ﬁq) dr en skattning

5q

A
av variansen for Bq

6. Avslutning

Denna rapport &r skriven 1 avsikt att ge en Oversikt av 1 forsta hand estimatorer for smi
redovisningsgrupper. For att hdlla nere omfattningen av rapporten har den skrivits relativt
komprimerat och av detta skil har dven en del mer udda estimatorer uteldmnats.
Naturligtvis finns det ocksd estimatorer inom omrédet som inte vi kinner till. Darfor 4r
inte rapporten heltickande, men forhoppningsvis ger den ldsaren en hygglig inblick i
omradet och hjilp att g8 vidare 1 litteraturen.

Utvecklingen av estimatorer for sm redovisningsgrupper har varit intensiv under det
senaste decenniet och ménga tror att det blir ett viktigt omrdde dven i framtiden (se t ex
Rao[1990]). Sverige, liksom Ovriga nordiska lidnder, har mycket hjdlpinformation i
register och dirfor kan vi béttre dn andra utnyttja de tekniker som beskrivs i denna
rapport.
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Bilaga 1

Hirledning av generellt variansuttryck.

Till varje design p(s) kan en uppsittning stokastiska variabler inforas genom
Ix = 1 om objekt k kommer med i urvalet; = 0 annars.

D4 &r det litt att visa foljande
Vintevirde: E[Ix] = nix

Varians: V(Ig) = g (1 -7mk)
Kovarians: C(Ix) = 7tk - Tk T = Akl

Med utnyttjande av denna indikatorvariabel kan w-estimatorn skrivas
N \4 \
tqn=ZYk=Z Leyk

5q Y

Variansen for m-estimatorn ar di

V)= Dy VA +2 D Yy € =
Uq

k<l
v 2 VIRV,
= Z m(1-1) y +2 22 (T~ Yiyy
U k<l
q

Detta uttryck kan visas vara en utveckling av

ZZ An \}/'k;l
Uq
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Bilaga 2

Empirical best linear unbiased predictors.

P4 senare tid har ett antal komplicerade modeller med tillhérande estimatorer studerats,

t ex Fuller and Harter (1987), Choudhry and Rao (1988). De bestér i regel av antagande
om stokastiska intercept eller/och stokastiska lutningar pé regressionslinjen. I denna
bilaga presenteras ett antal av dessa ansatser, vilka huvudsakligen bygger p
framstdllningen i Choudhry and Rao (1988). Genomgaende antar de att urvalet dr ett OSU

och ddrmed finns inte 7ty och Ty i formlerna. Sérndal and Hidiroglou (1989) har en mer
generell ansats vad betrdffar designen for en av nedanstende estimatortyper (modell 5).

Den estimator som erh8lles frdn kriteriet "best linear unbiased predictor” dr beroende av

kvoten mellan tvd varianser. I den ansats som presenteras nedan har skattningar for den
kvoten satts in. Darfor har estimatorerna tilldelats prefixet "Empirical".

MODELL 1 och 2.

Y= BXi + &y Xy for keU,, dér v = 1/2 for modell 1 och v =1 for modell 2.
B, dr en stokastisk variabel med komponenterna B, = + o, ddr B dren

konstant.

Variablerna o, 4r oberoende med Elc ] =0 och Ve ] = cf .

Dessutom antas att E[eg] = 0 och V[ex] = 62.

Estimatorer

/t\qEBLUP(l’ 2)= Z Yt (Z Xy ~ Z Xy j[(quq + (1~ )b], dir
S U s

q q q

1-v

Sitt z = yi / X, OCh Wy = X

by = z zkwk/ZWI% ;
Sq

S
q

[ B (35}

5q

{p-3{on(2]
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dér

A2 A2 A2 2
Pq=0, /Lo, +0/ngl; nq=zwk
S

och vidare

0—(n QO [2 zbqnq}’
gazz[Zui—(n—1)272}/—2w§—2n§/2w1‘1
L s q s

S
dér

R TN

MODELL 3 och 4

Yy =Bxp+og+ g.x, forke Uy » dédr v = 1/2 {6r modell 3 och v =1 for modell 4.

Variablerna o, &r oberoende med Ela ] =0 och Vie ] = O'Z
Dessutom antas att E[eg] =0 och V[gx] = 62.

Estimatorer
thBLUP(3’4)=z}’k+b[2Xk—2 Xijr(Nq—nq)aq,déir
Sq Uq sq

LR R )
/szz-gwqmq) (z ”

q
och
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33=(0g /19 D, (55" = b wixi” )

5q

dér

A2 A2 A2
¢0,=0, /Lo, +c/nq]ochnq:2xgzv

5q

och vidare

82=(2e§)/(n—Q—l)och

33{2 ui—(n—1)82J/[an—2d§/2wiJ
s q q s
Zuz=zzﬁ-[2zkwkj2/2wz

_ 2
2613:221%_{ 2“’5—2 dé/nq] 1[2 szk_}:dch/nq} -
s s s q s q

_ch/nq

q
dér
dy= 2 Wi X ochcg= 2 7 X
5 %
MODELL 5

Yk = Bxk + (quli/?' + ekX‘i/z for ke Uq.

Variablerna o dr oberoende med Elo ] =0 och Vle ] = oL.

Dessutom antas att E[ex] = 0 och V[gx] = 62.
Estimator.

/t\qEBLUP(S) = Z Yt b 2 Xkt g (Z Xy o~ 2 Xﬁ/ZJ
Sq Sq Uq

5q

dar
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aqz((pq/nq)(z z,—b Z wkj

och

be [Sz Wiz 2 @Q/nq){ (z w)(z)ﬂ /
/{ Z wi- % 9/ nq{%wkﬂ

dér

A2 A2 A2
=0, /10, +0 /ng}

och vidare

[z - ncj in_z[szwkj
DR NP R
§e§=§zﬁ—[§,wﬁ—§ dg/nJ [Zwkzk Y de, /n}—
- <,

q

dér

dq=2wkochcq=22k
Sq

S,
q
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Bilaga 3

Sammanstillning av artiklar om skattningar for sma
redovisningsgrupper.

1. Inledning

Skattningar for "stora" redovisningsgrupper ir sedan 1ang tid tillbaka behandlad i den
statistiska litteraturen och de finns ocksd i de flesta bocker om "Survey sampling” . Det
finns dirfor inget storre skl att gora en sammanstillning av referenser inom det omrédet
(de viktigaste bockerna anges dock). Daremot 4r metoder for skattning av parametrar f6r
smd redovisningsgrupper av betydligt firskare datum och det &r svérare att via bocker fa
en overblick av omrédet.

Basen 1 foljande sammanstillning av artiklar ver skattningar for smé
redovisningsgrupper utgér "A Bibliography for Small Area Estimation" presenterad i
Survey Methodology, 1983, vol. 9, No. 2. Kompletteringen och uppdateringen baserar
sig pd rapportskrivarens deltagande i konferenser i &mnet, I6pande uppfoljning av
tidskrifter, etc. Naturligtvis har det inte varit mgjligt att gora en fullstindig forteckning,
men den bor dnd4 utgora en god vigledning for att tréinga in i 4mnet.

En del referenser dr inte fullstindiga vad géller tidsangivelse, var artikeln presenteras, etc,
men i de fallen finns en kopia av artiklarna i U/STM-O:s samling.

2. Sammanstillning

Bailar, B.A. (1979). Discussion. Synthetic Estimates for Small Areas, NIDA Research
Monograph 24, 54-59.

Battese, G.E., and Fuller, W.A. (1981). Prediction of crop areas using survey a satellite
data. 1981 Proc. Surv. Meth. Res. Sec., American Statistical Association, 500-505.

Brackstone, G.J. (1986). Small area data: Policy Issues and technical challenges, Small
Area Statistics: An International Symposium, R.Platek, J.N.K. Rao, C.E. Sdrndal and
M.P. Singh eds., Wiley, New York, 1-22.

Baxter, R., and Williams, 1. (1978). Population forecasting and uncertainty at the national
and local scale. Progress in Planning 4, Pergamon Press, Great Britain, 1978.

Ben-Akiva, M., and Lerman, S.R. (1975). Use of forecasting models in transportation
planning. Conference on Population Forecasting for Small Areas, Oak Ridge, In., Oak
Ridge Associated Universities, Inc., In.

Bender, R.K., and Verma, R.B.P. (1983). Translation for demographic data between
overlapping subprovincial areas. Presented at the American Statistical Association
meeting, Toronto.

Bogue, D.J. (1950). A technique for making extensive population estimates. JASA45,
149-163.
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Bogue, D.J., and Duncan, B.D. (1959). A Composite Method for Estimating Postcensal
Population of Small Areas by Age, Sex and Colour. National Office of Vital Statistics.
Vital Statistics -- Special Reports 47, No. 6.

Bousfield, M.V. (1977). Intercensal estimation using a current sample and census data.
Review of Public Data Use 5, 6-15.

Box, E.P., and Tiao, G.C. (1973). Bayesian Inference in Statistical Analysis. Addison
Wesley, Cambridge, Mass.

Bresee, J.C. (1975). Forecasting population for energy plant sites. Conference on
Population Forecasting for Small Areas, Oak Ridge, In., Oak Ridge Associated

Universities, Inc., In.

Cardenas, M,. Craig, M.E., and Blanchard, M. (1979). Small area estimators: county
crop acreage estimates using LANDSAT data. Review of Public Data Use 7, 23-28.

Carrol, S.J., Caggiano, M.N., McCarty, K.F., Morrison, P.A., and Quint, B. (1980).
City Data: a Cataloque of Data Sources for Small Cities. RAND Corp., Santa Monica,
Ca.

Cassel, C.M. Kiristiansson, K.E., Ribick, G., and Wahlstrom, S.(1987). Using model-
based estimation to improve the estimate of unemployment on a regional level in the
Swedish Labor Force Survey, Small Area Statistics: An International Symposium,
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Chambers, R.L., and Feeney, G.A. (1977). Log-linear models for small area estimation.
Presented at the Joint Conference of the CSIRO Division of Mathematics & Statistics &
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Chambers, R.L. (1988). Limited estimation of domain means. Presented at a symposium
on Small Area Statistics in New Orleans.

Choudhry, G.H. (1979). Synthetic estimation for special areas the economic region level.
Unpublished memorandum, Census and Household Survey Methods Division, Staticstics

Canada.

Choudhry, G.H., and Hidiroglou, M. A. (1987). Small area estimation: Some
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Book 4, 451-468.

Choudhry, G.H., and Rao, J.N.K. (1988). Evaluation of small area estimators: An
empirical study. Presented at a symposium on Small Area Statistics in New Orleans.

Chu, S.F. (1974). On the use of the regression method in estimating regional population.
International Statistical Review 42, 17-28.

Cochran, W.G.(1977). Samplig techniques. John Wiley & Sons, New York.

Cohen, S.B. (1978). A modified approach to small area estimation. Synthetic Estimates
for Small Areas, NIDA Research Monograph 24, 98-134.
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